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On connait trois caractérisations des anneaux
commutatifs noethdrien:z intdyralement clns, éncncdes res-
pectivement par Van der Weerden -~ irtin {a, Krull - lNagata r77

. Yoshida IlCJ . Les dcux cerai2res caractérisations
ont &t% &tendues par G. Maury [6] aux cemi-groures coigru-

tatifs rosthériens a é&lément unitd en particulier.

Or, seule la pruemiere caractérisation » ét

(o

Sten-
due par iiadame Dubreii-Je-ctin fij aux gzrkiers commutatifs
réziduds. Le but que nous nous proposonc ect de ¢afinix

dans le cas d'un demi-groupe cormutatif & Elérent unit3s,
réticulé, rdsicdud, wune ccondition permettant de généraliser

la deuxiéme caractérisation précédente,

Soit D un demi-qre-ipe commutatif, & &lémont
unité e, deami-réticulé (appelé encore gerbier commutatif [3] ),
c'est - & -dire que D cst aussi un demi-treillis tel que
la multiplication soit isotcre par rapport a l'union, et soit
D' le sous-demi-groupe des élSments entiers, c'est-3a-dire
inférieurs ou &gaux 3 e. Si de plus, D est r3sidui, D est

dit intégralement clos si l'con a : V a€ED, a:a=¢e.,.
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L'équivalence d'Artir 6& 3tant d&firie par : a, b € D,
a OL b (=>e : a=e : Db, la premiére caractérisation

s¥nonce alors ([3] P 2:3) :

Le gerbier commutatif 3 &ldment unité rdsicud D
est intégralement clos si et seulement s'il vérifie

la condition () suivante :

La deuxiéme caractérisation faisant intervenir
la notion d'anneau des fractionsm? d‘un anneau commutatif A
relativement 3 la partie rmultiplicative & &2 , oﬁﬂ)est un
id2%al premier de A, nous avcas d3fini tout A'ahord une
relation d'dquivalence R_ , 3 ¢%signant un sous-demi-groupe
de D' contenant 1'dliment unitd . Cette wvolation RS
giniralise la relation d'iguivalence caunue dans le cas du
gerbier résidud des iddaux fractionnaires d'un domaine
d'intégrité noethéricn ( [2] p. 28 ). Cette relation Rq
Sétant définie, nous avens romzrc:? gque si D est l'’ensemble
des idéaux fractlicinaires d'un domaine A&'intégritd nocthlrien

f‘\ <N / @
h, alors D_ =D avec g ={f Ca; (-3{ . }
’ Vs 3 5 ={H)ca; TR
3
coincide avee 1'encemble dea iddaux fractionraires de AQ”

Aprés avoir Irtroduit la difinition d'un élément

332232 D, nous avons

(Y

principal dans le deri-croupe riticulé r
étudié les proprisdtés des dlivcumpesitions en intersection
d*é&léments primaires et ncus <nongons une conditicon (B)
vérifide si D est intécralomert clos ou bien si D vérifie

la cordition (i.), sous l'hyzothése que le smis-demi-groupe pe



Demi-groupes intégralement clos 85

soit noethérien. Toutefois, cette condition (B) n'étant

pas suffisante pour que D soit inté&gralement clos, nous
pouvons finalement é&noncer une caractirisation valable
sous la condition suivante : tout élément entier est supé-

rieur ou égal a un &lé&ment principal.

En supposant de plus l'existence d'une d&compo-
sition primaire pour tout &lément entier, on définit la
notion de puissance symbolique d'‘un élément premier et il
est alors possible d'énoncer une caractérisation générali-
sant la troisi@me caractérisation, sous certaines hypothses
supplémentaires qui sont vérifides dans le cas od D est
le demi-groupe des idéaux fractionnaires d'un domaine d‘'inté-
gritd noethérien [12] . La theorie diveloppde redonne
alors les propriétés connues des anneaux et demi-groupes

commutatifs noethdriens intdgralement clos.
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CHAPITRE I

- ETUDE DE DS -

§1 - Hypothéses de structure,

Soit D un demi-groupe commutatif & élément unité réticulé
résidué, ctest a dire :

1) D est un demi-groupe commutatif 3 &lément unité e :

. D est muni d'une loi : VYa,be D (a,b) —> ab
telle que : VabeD ab = ba
Va & D ae = ea = a
. Si D posséde un zéro, p¥ =D - {O} est un sous~demi-group
de D,

2) D est un treillis :
. D est muni de ceux lois :
Y abeDd (a,p) ™ a Vb
(a,b) ™ a"NbDb
telles que : A4 a,b,ce 9

aVb=D>bva aN b= Aa
avibve) = (avb) vc aAN (bAc) = (aADb) Ac
avVv{(aAaAnd) =a anN{ayv b)) =a

. D est ordonné& par la relation d'ordre : a,b& D
adbé&>a Vb=>b=raAbdb-=a

« la multiplication est isotone par rapport a l'union
Y a,b,c &D 2(bVc) = (cb) V (ac)

. si D poss2de un zéro, O est le plus petit élément de D,

On a alors les propriftés @
. valblceD 2 a(béacgbc
. VYa,b,ceDd , afb A\ c) £ abA ac

3) p¥ est résicué :
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on pose 0¥ =D - {O} si D possdde un zéro et D¥ =D si D
ne posséde pas de zéro, Alors Y a,b & D™, lteusanble
&x &D ; ax \< b n'est pas vide et posséde un ¢&lircnt maximum

résiducl cde b par a.

On a alors les prooriétés : Y a,b,c € D
. bc L asH> b L ascé=>c ( azb
.a\<b=>a:c\<b:c,c:bgc:a
« (atbh):c = (az:c):b = a:bc
. a  be(d:a) , az(a:(azh)) = a:db
. af{h:c) < 2bh:c
. (8 Abjic =R:c) A (b:c)

. 22 (D V) = (atd) A (azc)

§ 2 - Ensemkle a

Soit D' le sous-demi-groupe des éléments entiers de D et
S un sous-demi-groupe de ' contenznt )L'élément unité et ne contenant

pas 1'élément zére, s'il existe,

Soit a un &lément de D et soit licnscemble :

ag = {x €D ; 3ses'[ sxga}

On a alors les propridétés suivantes :

p Il
pI.2:
a'beD'a<b=_>as.c_'_bf
. 2
! = =
x€as=9 38€S§o}u\<u\<b*">xcbs
p 1,3 :
i VS €5, VaQD r @, = (as)r*
4 = =

as { a = (as)_, £ a
2 t
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x ea, = 3s' esls"c< => s'sx { as =

P

x € (as), = a, & (as),
b ) D

P I.4 :
1 = f\
IL Yabebd, (a/\b)S asf-\bS
xe(a/\b)s=é 3sezisx<a/\b
sx { a=>x&a
S
—_ o
= xgb=$xé,b =>x€a r\\b
xé:aﬁ ‘xé:as=$- s €s' sx €a
xé:bs=#> js'ésls‘x\(b
iss‘x gs'aéa{
I S. < = >
q“ss'xésb éblg sx\<-1/\b—-.\x€(a/\b)s
P IS

|
L Va,bé‘_u,aswbsg(a\/o)s

! X €a, => jsesisx\(a
x €a Lo, = iou SN
S =3

X € b,
= x € (a Vb),_
[ ]

P 1,6

Vsés, Vaé_l)*,a = (a:s)

sag a = a ( a:s =‘ ag C (a:s)S
x € (a:s)S = Js'e& 5| sty £ ass = ss'x
t
= (a:s). C a,
(%] [

{a=>x €a_
[~

/

§ 3 -  Relation dléquivalence Ry

Soit la relation a,b €N, a \< b &> a (ol bS, c'est une

relation de préordre dans D, car :
. ag _C_aséf»a \{a
. a\{b, b\<c =>~as__C_bS__C_:_cS<==>a\<c

Soit R la relation d'équivalence associée & cette relation

de préordre :
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a,be D, aRSb@ (a\{betbga)c:\as=b
On a alors les propriétés :

P I,7

a,ben, Vcep, aRnb#(a/\c)Rs(b/\c)

—

aR, b&es>a, =bhb, -—-—->a,,@ C. =b‘,ﬁc &
o S 5 ¥ S S

>

(@Ac) = (bAc), (d'aprés P I.4) &> (aA SR (b A c)

P I.8: :
. a,b€ 0¥, YeceD*, a R, b =% (a:c)Rg(b:c)

x € (aic) & Ises|sx {alcePscx (a&Pdcex €a, =D

S i
j s S
& I s'e S'} s'cx {b&> s'x L bic&HHx é',(‘b:c)S

Pp 1,9 :
' a,pep*, Yc ed*, aRr
[ —

b = (c:a)RS (c:Db)

S
X e‘(c:a)s = Jses : sx Lc:a =»> sax £ ¢ => a (Ci1sXx =
ag = bg < (cisx)g 5 b € b < (C:SX)S.: 3 st € 5| s'b { cisx
= ss'bx (c = ss'x {c:b = x & (c:b).

Donc (c:a)g S (c:b)_ et de méme (c:b)g < eza)
tg 3

PI,lO‘:
| a,b.C€D.a\<b\<c,aRSc=}bRSc
C < = =
agbg£ec=a b __cS;oraRScQ—)aS csdonc

Soit X une partie non vide de D, on peut alors considérer
1'ensemble :
!
X, = J X, = {y€.D; Eses,axe}{isygx}
o xex - i
Nous avons alors les propridtés :

P I,11

{ Va,b €D, soit as.bS = {xy 7 X €as,y €.bs} , alors
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S

x € (ab), & Hsészsxgab;oraea,beb,,, donc x €& (a_.b_)
> ! . 5 S§°'S
z € (aS’b'-‘)s = dxe€a, Jy < by, 3 s es | sz {xy

S
yé_bS<=-‘> ds" € s s"y <b

<ab => 2z e—‘-(ab)S

or x € a_, & BS'es{s'xga ;
i 'I==3> s's"xy £ ab

alors ss's"z (£ s's"xy

N

P I.12 :
a,beb, YeceeDb, ar, b= (ac)RS(bc)

-\S

C., =
aRSbe=aa3=bs=®a.c =bsc5

(ac)S = (aS'CS)S = (bs.c:;)ss i (bc)S (dtaprés P I.1l1l) = (ac)RS(bc)
p I,13 :
I! VY a,b € D, soit aS\JbS={x'vy;xe.aS,yebS} , alors
'L (aVb)S = (aS\JbS)S

x € (a \/b)s¢=> ds es! sx £avVvb; oraéas,bebs, donc
xe.(aS \)bs)s

z € (ag U b)), = 3 xea., 3yebg. dses|szgxvVvy

or x€ a_&> I st €5

S X
Y € by &= JIs"es sy

s's"x Vv s's"y = s's"(x v y) <
= z € (a v b),
[

P I,14 ,:

a,be D, Y cep, aR. b= (a\/c)RS(b\/c)

aRSb<=>aS=bs=%aSUc =bSUC =

e S
(a Vv c)S = (as\.)cs)S = (bSU clg = (bV c)S (C'aprés P 1.13) =»

5

(a Vv C)RS(b Ve).

! Vc,deD, soit cs.d = ixd ; xecs} . alors

VY a,b € DX, (a:b)S = ixe‘. D ; bs.x < as}

xe(a:b)s¢=> Bseszsxga:bésbxga
or Vyebs, Hs‘es]s'yéb
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donc V yé:bs,ss'yx.gsbx La= Yy €boyx € a, = b_.x < a
: S 3 - 85

Soit x€ D tel que b..x < a_, alors bx E€ b .x € a_ =
g° X =

s’ s

dse s |sbx ¢a= sx (atb = x & (ah),
[

§ 4 - Eléments gremiers et Erimaires dans D,

- e e e e e e Ba S = A — —— o a o T W s a s s s - e - -—

D&finition I,1 :

D' étant le sous-demi-groupe des &l&ments entiers de D, un
&lément p, p &€ D', est premier si :
x,y€ED' , xyp=>xgpouygp
et un élément g, g &£ D', est prinaire si :
x,y&E D', xy £qg = x £ q ou Ené.ki*;yngq

On a alors les propriétés :

P I.,16 :
E Soit a entier :
a) s'il existe s« S tel que s (a, alors a RS e. En parti-
. culier Yse&s, s R €.
IL b) si Yses, s \<: a, alors a n'est pas congru & e nodulo RS.
a) age=a & e

x €e, => 3 s‘esis‘x £ e et, par hypothdse, JIs €5 ;s\<a®

ss'x\<a=>x€aﬂ=¢esia Finalement a_ = e_ et a R_ e.
[V

s* S S S
!
b) Supposons que a R_ e, alors ag = eg => e ees = a, = s € S
o ()
se { a, ce qui est exclu par hypothése, donc a n'est pas congru a e

modulo RS.

P I.17

Soit p entier premier tel que \'/’ sE S5, s <f P, 3lors p est

R

| maximum parmi les él&ments entiers congrus a p modulo R

s.

!
XED', xRy p&> p, = x. = X € p_ & dses; sx{ pet
8 é‘ p par hypothése, conc x £ p car p est premier, Donc p est maximum

i
parmi les él&ments entiers congrus a p modulo R _.

.
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P I.18 :

Soit g entier primaire tel que V s €5 1’5 #q, alors gq est
L
x €D', X Rg Q&= qg = Xg = X €qg & Eseslsxgqet,par
n
hypotheése, Vsé‘_s, s %q == Vses, WY ne %, s 7{ a, alors sx £

V n € N¥, sn é g =>x £q car q est primaire. Donc g est maximum

maximum parmi les &léments entiers congrus a g mocdulo RS.

parmi les éléments entiers congrus a q modulo RS.

§5 -~ Ensembhle cuntisnt D,

Etant donné la relztion d’équivalence Rgs On peut corsidérer
llenszxle guotient D/R aue2 no's rotexcns DS° Corme’ la xelation

d!sguivalence RS est ccrpatible aves la multiplication, l'union et

1tinterceastion, ncus avons

P

1) DS est wa demi-groupe commutatif 3 él&neont unité pour la loi

]-J

\f a,b e DS abdb = zah, avec &ment unitéd e

1raz
e 4 N A g~ X — = :
et si D posséde un ziro, D = D_ - {O} est un sous-domi-groupe

o
de D_.
o
2) D, est un treillis pour les Ceux lois :
Va.benpg aVb=avb,aAb=aAb
(en notant encore V et A lfunion et ltintersection dans D )
' S

avec la relaticn dtordre

;.EGDS, aggm;'/\g=§<==>;\/§=b
( £ d3zignant aussi la rclaticn dtcrdre dans D)

et si D posc2de un zéro, O ést le rlus p=tit élcrent de D

~e

Nous avons alors les propridiés :

»l
m
O
<
0|
)
)
o1
IN
o'l
i
v
w |
al
N
ol
a|

2lors

o |
//\ ———— %0
G|
AN
U
P
<
o'
]
o'
]
° |
<i
:,}
o
<
52
n
i
(o2
wn
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= = = = s
(ac V bc)g = ((aV b)c)_s_ = ((i\i b)gcs)g = (bs_'_cg_)s = _(_bC)S (¢*aprés
P I.11) donc acV bc =acVbe=bc=bce=acgKbec.

p I,20

VIbcen, 2BV =abvas

;(S.\/ E) = a(bv c) =ab\/ac=.a.g\/-a“€

p I,21 :

a,be D, a\<b=>—a-$g

-
a{b&davb=Db=> (aV b)s=bs4==<>2v1_:=§4=>§\<§

Alors, étant donné ces propriétés, D_ est un demi-groupe

S
commutatif 3 élément unité réticulé.

Etant donné la relation de préordre considérée précédemment

dans D : a,b&g D a,\(b¢=>as,§-_bs
nous avons A8fini la relation d'équivalence associée RS. Alors, par
passage au quotient, on peut définir une relation d'ordre associée

dansDSpar:;,;é;)p -a_<s-£4=> Bxe-a—, 3y€;fx<y
O - —
& ¥x €a, ‘-7,y€.b'x\<y

Nous avons alors la propriété :

PIZZl:
"""_". - - - - —-
La,beDS,a\<b<=7a\<Sb
a {b&da Vb = b &= »(@V ) =bgroragavb=
asg(a\/b)s=bg<=> <bet, commeaé:a,,bé:b a £ b.

S

agsb@a\{b@as_@_bs

z €(@VDb), = (a, Vb)), (d'aprés P 1.13)=>3s € 5, Ixea

S’

Eye‘.b lsz <x Vy
x €a S§_bs==> EEY € 5| s'x Kb !ﬁis's"xgs"bgb
yébs==> Bs“es‘s“ Yy <P " 1s's"y £8'b LD
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aldrs ss's"z £ s's"(x vy) = s's"x vV s's"y { D = z &b, donc

(a v lo)S < b
(a V b)s. Finalement (a V b)S = bS &=

Ainsi la relation d'ordre dans D, peut &tre définie par les
[

conditions &quivalentes : a,b &€ DS

ad{be&savb=b&csanb=a
& 1 xe a, Eyegfxﬂ

[

© Vxea, Vyelg,'xc

Nous avons de plus la propriété :

P I.23 :
‘ -—  ——— ——— —r——
i Ya,beD* a:b = as
i D
YGDE:Y b \<;<‘<=f> (yb)S < a, (d%apreés P I.22) -—-——‘>yb€ag = A s s

syb £ a & sy L a:bh = (sy)s = ¥4 & (a:b),_, (d'aprés P I.3) &
y £ (a:b).
(a:b)b < a => (a:b) b a

De plus a:b ne déyend pas des représcentants cholszis Jdans les
classes a et b, mais seulement des cliasses car a RS a' = (a:b)R_(a?:p)
S :

et b RS bt = (a:b)Rs(a:b“) (dteprés P I.8 et P I.9).

Ainsi l'ensemble des éléments y & Dg tels que y b { a possdde un
élément maximum a:db bien détermind, qui est résiduel de a par f)_, noté
gzg.

Finalement D, est un demi-groupe commutotif 3 élément unité

réticulé résidué,
Nous avons alors :

Progos_ition .IL.} :

! Si D est intégralement clos, alors Ds est intégralement

| clos,
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Si D est intégralement clos, asa = e pour tout &lément non nul a
de D,

— o—— ——

Alors \f-a-e.Dz_‘“ ¢ Q22 = ata m g, car a € D*, le soul &l&inent de

0 &tant 0, donc DS est intégralement clos,

§6 -~ glément maximun d'une classe entidre,

- e - e G am . > o -

Dans cette partie nous supposerons de plus que le sous-denmi-
groupe D' des &léments entiers est noethérien, c'est A dire que D'

vérifie la condition de chatne ascendante.
Nous avons alors les propriétés :

P I,24

i - —

I Soit a €D, ag e, alors il existe un élément maximum parmi
' (]

i

l

les Glé&nents entiers de la classe a.

Soit aga, alurs a Aa=aA e =a, donc a AN e est un 8lément de
a et toute classe entidre conitiient au moins un 31ldment entier. Alors,
d'aprés la condition dz chafne ascendante dans D', il existe un entier

maximal m parmi ies él&ments entiers de a. De plus, soit x € d',x€a =b

XVmED! xvmn=xyms=a, gonc x Vme€y,xvmge et

m=xVmcar m e3t maximal parmi les &l8ments entiers de z, Ainsi m

est maximum parmi les &léments entiers de la classe ;.

4 1;25 H

! Soit a € D'*, alors s::/S ((a:s) A e) est maximum parmi les

L &8léments entiers congrus a a modulo R

S

Soit a € D'¥ et x Ry @ avec x € D', alors Xy = ag -=>x€as -t
3 8ES | sxg a=x ars =b>xAe =x ( (a:s) \ e. D'autre part

(a:s)Rs a (d'aprés P 1.6) donc (a:s)RS x et comme x L (a:s) A e g azs
et que les classes modulo Rs sont convexes (d'aprés P I,10),
x Rs((a:s) A e)RS a.

Soit llensemble des éléments de la forme (a:s) A e avec s € S,

cet ensemble n'est pas vide, car il contient 1'élément
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(a:e)\ e = aAN e = a, Alors comme D' est noethérien, s\e/s((a:s)/\ e)
existe et est union finie d'é&léments de cette forme.

Soit ((ass) A e)RS a, ((asst) N e)RS a, s,s’! €5 =
((a:s) A e) v ((azs*) N\ e)Rs(a\/ ((a:s') A e)) car 1l'équivalence Rs
est compatible avec l'union et (a V ((aszs') A e)RS(a VvV a) = a, donc
(((azs) A e) V ((ass*) N e))RS a. Donc toute union finie d'éléments ge
la forme (a:s) A e, s € S, est équivalente a a module RS et en parti-

. \/ . .

culier (S & S((a.s) A e))Rs a.

Finalement YV x D', x RS a, x< s\és((a:s) /AN e) et 1'61lément
s\e/s((a: s8) A e) est maximum parmi les &léments entiers congrus A a

modulo RS avec a € D', a # O si D posséde un zéro.

§7 - Eléments premicrs et primaires dans D..

Proposition I,2 :

!L Soit p entier premier, alors p est premier dans Dé

Soit }_(\< _e-,;g Z,i';gi;, alors ;§ = x-;\<;<€=> (xy)s < ps'
(d'apreés P I1,22) = 9 ses ' sxy £ p
;\<;=ax8§_e = Js'es s'x e
;\<-e_=>ys E_es = 3 s"€ s, s"y Le
Finalement ss'x Le,s"y e, ss'xs"y Kp =>ss'x pousy< pcar
p est premier ? (s_s_'x)S = Xg E__ Py ou (s"y)s) =y, < p, (d*apras
PI3)& xg pouy( p, donc p est premier dans D}

(o]

0

i Soit q entier primaire, alors q est primaire dans pt
L

- -— — —— | - —— e ————
soit x { e, y e, xyLa x £q, alors x y = xy £ q &=
= -t s ! ‘
1xy)s_ (xs.ys)S < qq (dtapres p I.vll)
x\/{ qé-éxs_;{qs# azexs,z¢qs=> :'Ize-:xs, ng.:s
sz \{q
zE@x, YEY, (X¥)g S qg = s es|s'zy <q
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e, BSlGSislyge
- ls .
z& %, = e, =p Bszesls?‘z Le
Finalement s‘szz Ls'K e, s,¥ £ e, s'szzsly <L S.5,d <L q,

(Vses, sz {qés'szz,\{q) = dne€e N*‘\(sly)n\{ a car q est

primaire = [(Sly)n] < qq > (sly)n = sly‘= :—’néa (d*aprés P 1.3
_ S
et P I.,12), donc g est primaire dans Dé.

Dans la suite nous supposerons que le sous-demi-groupe D' des

éléments entiers de D est noethérien.

Proposition I.4 :

Soit ; une classe premieére de D ; # g, alors 1'élément

‘I
S
maximum parmi les £lSments entiers de p est premier,

Soit p une classe premiére de D!, alors p contient un &lément
(o]

entier p maximum, car D' est noethdrien (d'zaprés P I1.24) et p # e car

pye Soit x{e, yg e, xyp: y<p alors x e, v e, xy £ P.

Supposons que y < 5, alors ;V P=Yy\NVp = ; et comme p est maximum
parmi les éléments entiers de ;, yV p = p, soit y L p,ce qui est

= - - = = - - - - .
exclus, donc y \{ Pe Aloxrs xy p, ¥ €p = x £ p car p est premier =
X VP =p =X Vp =p car p est meximun parmi les &léments entiers de

;, donc x (p et p est premier dans DF,

Progosition 1.5 :

Soit q une classe primaire de Dé, a # e_, alors l1l'élément

| maximum parmi les &léments entiers de g est primaire.

Soit q wne classe primaire de b!, alors E contient un £&lément

entier q maximum, car D' est noethérien et g # e car a # .e—. Soit x < e,
n . —_ e e -
y\(e,xy\<q,y\<q, \v/né nX, alorsx\<e,y\<e,xy\<q.
-n - - - r
Supposons que y  q, alors yn\/ q=g => yn V q@ = q car g est maximum

parmi les &léments entiers de g, donc yn< q, ce qui est exclus, et

—n -— e — — — _— — -
y {q, YV ne n¥ Alors x y £ q, yn\}kq, WV ne u¥= x ¢ q car g

est primaire = x\V g =g = XV q = q car q est maximum parmi les

&léments entiers de q, donc x &L 4 et g est primaire.
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§8 -~ Application aux idéaux fractiornaires,

Scit A un anneau commutatif & &lément unité sans diviseurs
de 2éro et K le corps des fractions de A, Soit S un sous-demi-groupe
de A ne contenant pas O et contenant 1, soit G(,un idéal fraction-
naire de A, on considére l'ensemble :

Ag={xysx; Isres|swye A]
Alors la relation 6[5‘1533 e a,, = 653 est une relation

d'&quivalence dans l'ensemble des idéaux fractionnaires de l'anneau A,

Nous allons étudier le rapport entre cette relation d'équiva-
lence (SLS dans le cas ol S est le complémentaire d’un idéal entier
premier de l'anneau A et la relation dféquivalence RS' précédente
définie dans le demi-groupe des id3aux fractionnaires de l'anneau A.

Soit A un anneau cormmutatif & &lément unitg, (éb un idé&al
entier premier de A, S la partie multiplicztive A - E\?. soient etf%
deux idéaux fractionnaires de l'anneau A, la relation d'équivalence ) g~
est définie par > ﬁs SZ) & &S = ®S avec

ds = {x/ye_K : 3 st § Is'x/y & 6(} avec K corps des
fractions de &,

Soit D l'ensemble des idéaux fractionnaires de l'anneau A,

S' la partie multiplicative de D :

st={Qend ca A& F)

Soienta,gs & D, la relation d'&quivalence Reye étudise précédemment
est définie par Cg.RS,(Zé & G(S, = SES‘ avec

ﬁs, = {QeD; 3 Orese ' CQ' @C_:_ a.} comme nous
l'avons défini précédemment.

Soit d,?} € D tels que QRS,SJO , alors d ¢ = ‘5)38"

Soit x/y & ﬁs, alors Jste 8 is'x/yé 3.. or <ELS_ =S:.'>q. par

LS

I
hypothése et, comme @. € &S" il existe un idéal entier Q de A,

Q EP L, tel que Q A D, soit sve § 5" &P, alors

s"s'x/y € (9 L QC?D et x/ye‘gb g d'od ds _C_:_C?BS. De m&ne
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CSb s c X g et (jq' = ‘:PJC, entraine C’,S =®S. Donc la relation
e 2

d'équivalence R_, prolonge 12 relation diéguivalence S)\_S.

[%}

Soit de plus A nocthfrien et Cl,:\b € D tels que
G.{RS?J, alorsq _ﬁb Soit Qe L gv+ alors :‘CS?'C. A,
®.¢01QQCQ,§@8@C @’LC (3, =€‘? Alors pour

S.
tout &18mant z d'un svstdme de générateurs de @ @ il existe un
élément se:"_? tel que sz € (?D $ soit sl le prodult de ces &léments,

en norbre fini, alors s, QO L . pe plus ) (D < D ear sl€§)

da ; alors sl@‘c Q?'CA s, @ ¢ S) sl@.@—c—%:}?
@ < S)DS' et(‘L gee De memeasx C a.etﬂ,s=%s

entrafne @-S. = 95 Donc, lorsque A est noethérien, la relation

c't'

d!*éjquivalence (&'S cofncide avec la relation d'éguivalence RS"

D'autre part soit A_ llarrcau des fractions de A relativemant
a la partie multiplicative S = A - 63, il y a correspondance biunivoque
entre les idéaux froctionnaires de As et les classes d'icd3aux fraction-
nalres de A modulo &g Ainsi, dans le cas od A est noethérien, si D
est l'ensemble des idéaux fractionnaires de A, D/R sera l'ensemile
des idéaux fractionnaires de AS, S et S! &tant les sous-demi-groupes

de A et D d3finis pré&cédemment,
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-~ CARACTERISATION (B) =~

§ 1 -  Hypotheses de structure.

Dans ce chapitre, nous supposerons que @

1) D est un demi-groupe commutatif a élément unitd réticulé

(ayant é&ventuellement un z8ro).
2) D! est un sous-treillis noethérien de D,
3) D* est résidué (voir ch, I, § 1)

Nous avons alors la proprié&té

D' et D! sont des demi-groupes noethériens demi-réticulés
(o)

complets (o gerbiers noethériens ccnplets).

D! est un sous-demi-groupe et un sous-treillis de D, Comme D! est
noethérien, D! est un demi-treillis complet, c'est-a-dire que tout sous
ensemble non vide de D' admet un plus pctit majorant ( [3] P 1l p. 33).
De plus D' &tant un demi-groupe ré&ticulé et un demi-treillis noethérien
complet, la multiplication est distributive sans restriction par
rapport & l*union ( [3] p. 131), Donc D' est un demi-groupe demi-ré-
ticulé complet ( [3] p. 130).

Soit ;i'g X, £ eee & X £ ... une chatne croissante d'éléments de

Dé. Soient xi les &1léments maximumSdes classes enti@res X5 alors nous

' $ . ias '
avons xi £ X5 L eoe <:x$ £ +++ Qui est une chaine croissante d'é&léments

de D', donc cette chaine est finie, car D! est noethérien, Alors

3 ke N*le'c = yj!;_:‘l, dtod xk = }g‘c_}_l et la chatne xl\< x2 NS ...\<xn <.

est finie, donc Dé est noethérien.

De m3me D! &tant un demi-groupe réticulé et un demi-treillis

noethérien, Dé est un demi-groupe demi-réticulé complet.



Demi-groupes intégralement clos 101

§ 2 - Elément principal de D,

Définition II,1 :

Un élément a de D est dit principal, s'il admet un inverse
-1
a dans D,

Nous avons alors les propriétés :

P IT.2 :
Si un &lé&ment de b est principal, alors c'est un risiduel de
i e et il est maximum dans sa classe modulo 1l'équivalence
L a'Artin.

Soit a un é&lément de D, Si D posséde un zéro, O ne peut &tre

principal, donc a € D¥. Alors il existe un &lément a_l de D¥tel que

- - -1 -1

aa =eetaa =e=a <e:a=>e=aa'<a(e:a)<e,donc

aleza) = e et a—l = e:a. De plus comme a(e:a) = e, (e:a) est principal
-1 .

et nous aurocns (e:2) = a = e:(e:a), donc a est un résiduel de e,

Enfin comme e:(e:a) est maxinum dans sa classe modulo l!é&quivalence

da'artin ( [3] p. 242), a est maximum dans cette classe.

P I1,3 :

t Si a est principal dans D, alors, \7/ ne N¥, 2" est principal,

. . ! n n
Soit a principal, alors a €D¥ et a(e:a) = e = a (e:a) = e

Y ne ¥%, donc a” est principal et (an)“l = c:a = (e:a)n

P II.4 :
|
i

Si a est principal dans D, a est principal dans Dq.

—

Soit a principal dans D, alors a € D¥ et ae ug. De plus
ae:a) = e = a(e:a) = e (d'aprés P I1.23) et a est principal dans D

-1 _--_ 71

. s s
avec a = eta=2a ., De plus a = es(c:a) = a = e:(e:a).

P II 5 :
Soit a une classe principals de Dé, a # ;, alors 1'élément

maximum parmi les éléments entiers de a est un résiduel de e,

maximum cdans sa classe modulo l’équivalence d'Artin.
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Soit a une classe entiére de DS’ alors a contient un &lénent a,

a # e, maximum parmi les &léments entiers de a. De plus a étant

principal dans D a = e: (g:;), alors e:(e:a) e-a_ et, comme a \(e,

Sl
e:(e:a)\< e. Donc e:(e:a) \< a car a est maximum parmi les éléments
entiers de a. D'autre part a <e:(e:a), soit finalement a = e: (e:a)

et a est maximum dans sa classe modulo l*'é&quivalence d'Artin,

§3 - Décompositions primaires.

- e G G - —— —— v o - —— = g -

Proposition IL,1 :
Soit g entier, l'ensemble {x < D! ; 3 n & x¥%, xn £ q}
admet un élément maximum p. De plus si g est primaire,

i
I alors p est premier,

Soit g entier, considérons l'ensemble des éléments entiers r
tels que 3 ne N¥ l e \< g, cet ensemble n'est pas vide, car gq \<q.
Alors, comme D! est noethérien, il existe un élément maximal p, soit
d ke N*__ [pk € 9 Soit r un élément quelconque de l'ensemble, alors
(r v p)n+k £ donc r v p appartient a l'ensemble et r V p = p car
p est maximal, d'od r { p et p est maximum parmi les éléments entiers
r tels que 3 ne N*lrn £ 4. De plus g fait partie de l'ensemble

considéré et g £ Pe

Soit g entier primaire, x e, y e, Xy £ P % 7{ p =
nn k
[} 1 '
3 n'e N¥ I (yn)n £ acargq est primaire = ynn £ q =y £ p, donc

p est premier,

D&éfinition II.2 :

L'é1lément entier p ainsi défini est appelé radical de 1'é&lé-
ment entier q. Si g est primaire, on dit que q est p-primaire,

Définition II.3 :

Si un élément entier a reut s'écrire a = q, A qz/\ cee A q,
avec q; pi-primaire, 1 i £n, on dit que G ANeee A q, est une
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décomposition primaire de a et Qyeecsedy sont appelés les

composgsants de la décomposition.

Une décomposition primaire N .. /\qn est dite réduite
s8i aucun des composants ql,...,qn n*est superflu et normale si de

plus les radicaux PyreeerPy des composants sont tous distincts,

Soit q entier p-primaire non nul, alors pour tout entier
a non nul tel que g:a { e, g:a est primaire., De plus si
a ¢ q, alors q:a a pour radical p et si a 7{ p, alors
g:a = q.

Soit q,a € D'* tels que q:a  e. Soit x (e, ¥ e xy £q:a
x¢q:a%axy\<q,ax¢q@ Sneﬂ*[yngqcarqestprimaire
=P 3 n & H*!ayn £ yn £9= 3 ne N*[yn\< g:2 donc g:a est primaire,

Soit a ¢ g et p' le radical de q:a. p'! est l'élément maximum
I .n n
tel que 3 n = x¥ p' \<q:a-—.'=>ap' £4q (latcomme a\(eeta%qpar
hypothése, 3 n'e N¥ l(p'n)n £ q =--,.'>p'm‘l £ q donc p'  p,radical
de q. D'autre part p étant le radical de q, 3 n < N¥ | pn< q ¢ q:a =

p ¢ p' radical de g:a. Finalement p = p' et q:a est p-primaire lorsque
a 4 q.

. n
Soit a %p, alors Vné N*, a % q et a(qg:a) \( q, q:a \( e
=P g:a \< q car q est primaire, Comme, d'autre part, qg £ g:a, car a 4 e,

|
nous aurons finalement q = q:a lorsque a < p.

D&finition II.4 :

Soit g un &lément p-primaire, on appelle exposant de q le
plus petit entier n tel que pn £ 9

Proposition 11,3 :

Soit q un &lément non nul p-primaire d'exposant n > 2

tel que q:p £ e, alors q:p a un exposant &gal a n-1,
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Soit q p-primaire d'exposant n ) 2 tel que q:p ( e, alors q:p

est p-primaire (d‘aprés PII.2)., De plus pn < A pn—l 4 a, donc

n- ne - -1
P 1 & 4:p et on peut avoir P 2 € @ip, car alors p" l\< d, ce qui

v -2
est exclu. Scne p £ q:p et pn { q:p, . donc g:p a pour exponsant n-l,

Pr02051t10n I1.4 :

} Scoit q un ¢lément p-primaire tel que Vs &S, s {p,

alors q est p primaire cdans D
e ‘-‘

Soit gq p-pr:unalre, alors q est primaire dans Ds et ; est premier

dans DS, avec q < p # e, car Vs €S, s 4 p (d*apres P I,1l6), Soit

p le radiceal cde g, alors il existe un élément éntier p' maximum parmi

les éléments entiers de p' et cet &lément p' est premier (d'apreés

- - — ] ——
Prop. I.4). p! &tant le radical de q, I n'e N*]p'n £ qg=
~nt —_ — ] )
p‘n v ga=q = p'n V g = q car q est maximum parmi les éléments
[}

entiers ce ; (Gtaprés P I.12) = p'n £ a=p'¢p car p est le
radical de q = -1;‘ £ ;; Dfautre part 3 &tant le radical ce q,
Hnen*‘lpn<q@?\< E_@L’ E carp est le radical de E.

Finalement p! = p et g est p-primaire.

Progosition iI1.5 :

! Snit a = qy A eee /\qTl (1) une décomposition primaire
de a avec a; Fy -primaire, 1 i £ n, telle qﬁe :

a) Vl,l(l £m ¢ n, Yses, s {p

b) Vi, mil i ign, 35681 < py
alors a ql/\ cee AN\ qm (2) et ceci est une décomposi-

tion primaire dc 2 dans D_. De plus si la décomposition

s®
(1) est réduite (resp. normale), la dscomposition (2)

est réduite (resp., normalej,

Soit a = q; A eea AN q, une ds.compos:.tlon prlmalre vérifiant les
conditions de 1'4noncé. VY i, mtl. L i n, 3 8y & S l \< Py =

\V/i, mtl < i ¢n, p; =€ (d'apres P I,16) et Vl, m+l £1i € n,
k k Xx. . et . .
8] £ Py Vke H"; or q est p;-primaire, donc il existe une
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puissance de Py inférieure a qge d'od il existe une puissance de Sie

toujours contenue cdans la partie multiplicative S,

q; =e, Vi, ml (i (n.

inférieure a a; et

D'autre part Vi, 1 i gm, A% S &€ 35, s %pi = Vi, 1 (i m,
; # e et p est premier. Supposons que 3 s‘i 653 s!l < qa. v i,
1 £i¢m, alurs \Q’ i, 1 i m, si éqié Py, ce qui est exclu. Donc
Vi, 1 £&i g m, Ys €s, séqia Vi 1«€i £ m, q %eetq est
primaire, Enfin, comme Y i, 1 £i<m, s 7<p ' q est p. -prmalre
(d*apres Prop. 1I1.4).

Alors a = ql Neeoa N aQ, donne en passant au quotient J2ans DS,

— ——

a=ql ...Aq“A%+lA...A%-qlA... qm’ car qj._= e, Vl,
m+l<ignetq < e, \_‘{l, 41<m. ueplusq1 .../\qmestune
décomposition primaire de a dans D“.

Soit a = ql Ceee A q, (1) une décomposition récduite ¢e a. Nous

avons a = ql A eee A q7 (2) et suppusons, par exc.mple, que

a A ¢ =

q2/\ eve q“ 1° Alors (q2/\ ese N qm) v q1 q:L

(q2 A eee /\_q_m) \/ q; =g, car q, est maximum parmi les éléments
/\ /\ N .3 . ~ . .

entiers de q, =) q2 e Iy < q,., ce qui est impossible, car la

décompositicn (1) est ré&duite. Donc aucun des Q. 1 i ¢m, n'est

superflu et la décomposition (2) est récduite,

Soit, de plus, la décomposition (1) normale et supposons que
P = ;2, alors Py =P, car Py et P, sont maximume parmi les €lémentsentic:
de la m&me classe, Ur ceci est impossible, car la décomposition (1)
est normale, donc les radicaux i:i' 1< i {m, de la décomposition (2)

sont distincts et la décomposition (2) est normale.

Prop_ggition II.6

Soit a = q A ql/\ cee A q, une décompusition primaire

normale de a, avec qQ; pi-primaire, 1£ig¢n, et gq

p-primaire tel que p soit un &élément premier minimal
X . :

dans D, Soit § = {x Le ; x %p} ., alors, dans D

= .

SO
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p étant un élément premier minimal dans D*, alors A4 i, 1 ¢i¢nm,
Py 4 p., donc Vi, 1 £i Kn, P, €S et, d'apiés }_a propriété précé-

dente, q; = e, Vi, 1 £i £n et finalement a = q.

s 4 - Condition (B).

Proposition II,7 :

! Si D est int&gralement clos, alors tout &élément entier
principal acdmet une décomposition primaire telle que les
racdicaux des composant s soient des éléments premiers

minimaux dans D™,

Soit a un élément entier principal, D l'ensemble quotient B/QL
od XA est l*éguivalence d'Artin et a la classe de a dans B. Alors
comme D est intégralement clos et D° noethérien, tout élément entier de
D est représentable de fagon unique en produit de puissances d'éléments
premiers ou en intersection d'éléments primaires, soit a = Ell\... /\;n
( (3] Th. 15 p. 246 et Th. 16 p. 267). Comme 1'&lément maximum d'une
classe primaire est primaire ( [3] P, 6 p. 246), nous aurons
e:(e:a) = qll\ ces /\qn. De plus a étant principal, a = e:(e:a) et a
est magimum dans sa classe modulo l'équivalence d'Artin (d'aprés P II,2

Alors a = q, N eee N a4, est une décomposition primaire de a,

Supposons que, par exemple, le radical Py de q, ne soit pas minima:
dans D*, alors il existe un élément premier p' non nul tel que
p' < P, £ e. D étant intégralement clos, D'/ est un gerbier de
Dedekind ( [2] P. 24) et 11 y a identité entre &léments prewmiers non
nuls et éléments maximaux, donc P, = e modulo X et Y kx € x*, p]l( = e
moduloa, . De plus Pl étant le r8dical de q Ane N} pri £ ql< Py et,
comme les classes modulo &, sont convexes, 4, £ e modulo d. Alors
a= ;2 A eee A ;n dans D/}, , ce qui est exclus car la décomposition est

unique, donc les radicaux des composants sont tous minimaux,

Soit p un élément premier minimal dans D* et S = {s Le; x ({ P},

alors on peut considérer lfensemble D, que nous noterons alors Dp'

S
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Nous avons vu précédemment que s8i D est intégralement clos, alors D

est intégralement clos (Prop. I.l).

Définition II,5 :

Nous appellerons condition (B) l'ensemble cdes conditions :
a) pour tout élément premier p minimal dans D*, Dp est
intégralement clos,

b) tout élément entier principal admet une décomposition
Frimaire telle que les radicaux des composants soient des

&léments premiers minimaux cans D¥,

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoreéme II.l :

Si D est intégralement clos, alors D vérifie la

condition (B).

§5 - Contre-exemple,

Toutefois la condition (B) n'est pas une condition suffi-
sante pour que D soit intégralement clos. Soit en effet le demi-groupe

D donné par sa table de multiplication et son diagramme de Hasse :

X e e q P eeo pn cee

e e e q P eee P oaee e
e e e q P eos pn coe I e
9] @ 4@ Q@ Paeee P oae. | «q
p p P P pz... pn+}.. l P
;n ;n ;n ;n .n+l .2n... ; pn
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D est évidemment un demi-groupe commutatif

De plus D est réticulé,

est résidué

car D est ordonné en chaine,

Demi-groupes intégralement cloe

4 élément unité,

Enfin D = D"

et nous avons le tableau de résiduation :

1 n

H I e e dq P oeee P eece

9 G e e e L N ) LR N ]

o . o o © .. 6 ... Nous voyons alors que
! D n'‘est pas intégralement

q q q (2] (2] ase e oo e p ;’{ x

clos, en effet p :p = O,
P P P P @ ... 9 ...
® L ] L J L ] * L V keN*.
n n n n n-1
p p p p ese © ee e

D'autre part p et g sont premiers et p est premier minimal, Soit
x £p} = {esa}.
6 => (q 8)g
car V k € N¥,

le sous-demi-groupe S = {x £Le; alors 6, e et q sont

congrus modulo RS
p,pz, coo ,pn, coe sont distincts modulo RS'

, CAr ¢,q & S et q 9 = -qs-eset

P}E(P)

k k+1 —k+l
# (p ) ;4 P Yk e x¥
Alors Dp {g,; ;2,...,p ,...} et U est intégralement clos, car
p =; =9 = Vk & N*et 6:6 = 6 = e, D'autre part il n'existe pas

d'éléments principaux dans D, donc D vérifie la condition (B).

Ainsi D vérifie la condition (B) et D n'est pas intégrzlement clos.

§6 - condition suffisante,

.- Il Yy a équivalence entre les conditions ( [2] P. 27)

VY xa ¥
EmﬁD”lmx £ e Vne nv¥ = x £e

a) x:x = e,
b) xe_D

L

Soit D vérifiant la condition a). Soit x &D, tel que I me Dt&!
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' 2z . n
mxn\< e, Y n e n* ; considérons l'ensemble des éléments mx , n € ¥ ¥,

alors, comme D! est noethérien, l'union de ces éléments existe, soit
V4 n vV 2 n \/ 2 n+l

us= e De nlme ne yxmx et o Sk M X existent et,

comme D! est un gerbier complet (d'aprés P II.1l), mu = n\‘e/m‘mzxn
+

et mxu = \/ mzxn l. Dtautre part mxu \( mu avec mu eD*, donc

n € N¥
X { mu:mu = e, car D vérifie la condition 2). Ainsi x ¢ e et D vérifie

la condition b),

Soit D vérifiant b)., Soit a D*, alors a(a:a) < : posons

a
2 n
az:a = x, nous aurons la chaine : a Sax Yax > ... D aAx ) ee. o Alors

b4
n
%Wnern*ax a= ¥YneN* a(e:a)x < a(e:a) ¢ e, donc
x = ata e, car D vérifie la condition b). Dfautre part e ( a:a et

finalement a:a = e Y a < D*, donc D vérifie la condition a),

Théoréme II,2 :
Soit D tel gue tout éléument non nul de D' soit supérieur
ou é&gal a un élément principal, Alors si D vérifie la

condition (B), D est intégralement clos.

. n

Soit x € D* tel que I m' € D'  [m'x ¢ e, ¥ ne& N¥, alors comme

tout élément non nul de D' est supérieur ou &gal a un &lément principal,
il existe un &lément principal m tel que, m ¢m', m €D'* ; nous aurons

n . e .
donc mx ( e, Y n € N*avec m entier principal.

Comme D vérifie la condition (B), m admet une décomposition
primaire telle que les radicaux des composants soient des &léments
premiers minimaux dans D¥, soit m = qd, N eee N G, avec q pi-primaire,

1 £i L a Zonsidérons alors les ensembles D, ils sont intégralement
it i
clos, car D vérifie la condition (B) et les radicaux Py sont des

éléments premiers minimaux dans v¥. Alors mx" £ e, Y n € ¥=

; ; < ;, % ne& N* dans chaque Dp , donc x \<_e— dans chaque Dp '
i i
1€ ign, car 1les Dp sont intégralement clos.
i
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D'autre part nous avons, en particulier, mx £e ; posons mx = a,
alors x = a(e:m) car m est principal, d'od x = a(e:m) dans chaque D_ .,

Py
Comme ; est entier dans chagque D_ , nous aurons a(e:m) < e =%

i -
a £ e:(e:m), De plus m étant principal, m = e:(e:m) = m = e:(e:m)

dans chaque Dp , d'od a g-l-n_ dans chaque Dp » L i Kn,
i i
Par ailleurs les radicaux Py étant des éléments premiers minimaux
!
dans D¥, les sous-demi-groupes S, = ix £e ; X %p’z 1 £1 ¢n,
1 1)
contiennent les &léments pj, j#1i, 1 £ j < n ; alors dans chaque D_ ,
- i

1<£i<n, =q (d'aprds Prop. 1I.,5). Ainsi a £ q = m dans chaque

m
Dp ; 1 €1 £Kn, d*ton a \/Ei = q; et, comme q; est maximum parmi les
i

€léments entiers de q;. nous aurons a \/qi =q, soit a £ ;. Yi,
1 <£i n. D'o0 a gql/\ cee /\q.n = met x = a(e:m) £ m(e:m) = e car
m est principal.

I
Finalement x & D¥, An e D'*lm'xnée, Vne H¥ = x £e,

donc Va e ¥, ata = e (d'apres Prop. II.8) et D est intégralement clos

On peut remarquer que la condition : "tout élément non nul de
D' est supérieur ou égal 3 un élément principal® est une forme affai-
blie de la condition "tout élément entier non nul est union d'éléments
principaux', Cette derniere condition est réalisée lorsque D est le
treillis des idéaux fractionnaires d'un anneau commutatif a &lément
unité noethérien, Alors tout idéal entier de A admet une base finie,

donc est union finie d‘'idéaux principaux.

§7 - Caractérisation (B).

En utilisant les propriétés pré&cédemment démontrées, nous

pouvons énoncer une condition nécessaire et suffisante pour que D soit
intégralement clos :
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Théorédme II.3 :

Soit D un demi-groupe ccmmutatif 3 &lément unité réticulé
réticulé (ayant &ventuellement un zéro) tel que :

a) le sous-demi-groupe D' des él8ments entiers soit
noethérien
b) D (ou D¥=p - io.}si D possdde un z8ro) soit
résidué
c) tout élément non nul de D' soit supérieur ou égal
a un élément principal
alors pour que D soit intégralement clos, il faut et
il suffit que :
) pour tout &lément premier p minimal dans D¥,
Dp soit intégralement clos
/?) tout &lément principal admette une décomposi-
tion primaire telle que les radicaux des composants

soient des &léments premiers minimaux dans p¥,
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