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SUR LES SERIES NUMERIQUES CONVERGENTES A TERMES POSITIFS
DONT LA SOMME EST RATIONNELLE ;

Par Pauvr APPELL.

1° On peut établir un théoréme général pour les séries numé-
riques convergentes a termes positifs dont la somme est rationnelle.
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Soit une série numérique
U+ Us+. ..+ Up—+...

oonvergente a termes positifs.
La somme de la série est supposée rationnelle et égale a une
fraction irréductible o

On écrit
%=u1+ug+...+un+ R,=2,+R, .
ou
L Ry,
PP

p étant un entier quelconque.

On peut prendre n assez grand pour que R, soit plus petit que
tout nombre ¢ si petit soit-il.

D’autre part
pr(uy+us+...+up)=pps,

est une expression qu'on peut mettre sous la forme E,—f,, E,

étant le plus grand entier contenu dans ppX, et f, un nombre
moindre que 1.

On a aldrs une relation de la forme
Pr=Ep+fo+ puR,.

On peut prendre n assez grand pour que puR, <1.
On a alors, E étant un entier égal a pA—E,,

E =fn+P{J- Rm

E est donc un entier positif. Comme f,, est au plus égal & 1, on a
E<i+puR,

ou

E <o, car prR, <1,

I'entier posisif E étant inférieur a 2 ne peut étre que 1. Onadonc:
ph=E,+1,
(1) Sn+pueRy=1.
Tel est le théoréme que nous voulions établir.

Si la relation (1) n’a pas lieu pour tous les n tels que ppR, <1,
I'hypothése est fausse et la somme de la série n’est pas rationnelle.
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2° Exemples
Voici deux exemples, 'un se rapportant a une série dont la
somme est évidemment rationnelle et autre se rapportant a une
série dont la somme est évidemment irrationnelle.
En désignant par  un nombre rationnel positif inférieur a 1 on
a évidemment

—l;:x+x?+?c3—|—...+;r"+

L
poo1—z
Supposons z = -- On aura
’ Ao
riat %
A=1p=06,
En=p—1

)
—1+1—L.

~-n
/

pp.Rn=6pRn=6p<——-l-—+ ! +>

D T
_ P

7
= F <on suppose 7% > p> .

la partie entiére de pp.Z, est bien p —1 pour les valeurs de n
convenables.

Prenons comme second exemple le nombre ¢ qui est manifes-
tement incommensurable. On a alors

I t 1
PHE,,=pH[1~r;+E+...;!]-
Prenons

p=1.2...(p—1)(r+1)...n.

Alors pp2, est entier, donc

f=o.

D’autre part

I T

piBu=ommy T (n+2) e <

-+ el =
n+4-1 (n+1)2 n’



il est donc impossible que

fn +p§J.VRn= 1.

3° Dans les exemples précédents les termes u, sont rationnels
mais le théoréme est général el s’applique a des séries dont le
terme général serait irrationnel, par exemple a la série donnant C,

C=uj+uy~+...Up~+...,
ou

u_[ 1 I
”—-’—?’—Og l'+"’z'

Le fait que pp.2, 4+ ppR, c’est-a-dire que X,+ R, est indépen-
dant de n, pour n suffisamment grand, est évident car

X,+ R, =8S.

Ce fait est généi‘al, que la somme soit rationnelle ou non.

La condition f,—ppR, =1 qui est nécessaire pour que la
somme de la série soit rationnelle est aussi suffisante; en effet,
Jn difféere par un entier de pp.2,; donc la série X, + R, est
rationnelle.

La série qui définit C a ses termes irrationnels mais, d’aprés une
remarque de M. Vacca, on peut les rendre rationnels.

On a, en effet,
C=Ilim[H(kh)—logh]

ou
1 1
H(h)=l+ ;—!—-’f—h-_—l'
On a alors
(k—1)C=lim[kH (n+ 1) —H(n + 1)t}
= lim X, (pour ninfini), '
Dés lors,

Unsy = D1 —Zp
=k[{H(n+2)—H(n+1)]—[H(n+2) —H (n+1)*]
k I I
Sny1 ((n+1)’<+"'+(n+2)/~—|>'

La somme de la série est égale a

Zp+ Ry =24+ Rogs
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donc

Up =32pp— Xy = Rn e Rn+h

quantité positive d’apr:és les formules de M. Ser rappelées précé-
demment (Nouvelles Annales, juillet 1926).



