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’ SOLUTIONS DE QUESTIGNS PROPOSEES.

'2466.

(192%, p. 314.)

Soit, sur la sphére de rayon 1, la courbe de Viviani qui a pour
équation
w=0,

w et O étant respectivement la longitude et la latitude d'un point M
de cette courbe. Prouver que la sous-normale sphérigue au point M
(Cest-a-dire un arc d’équateur limité au méridien de M et au grand

cercle normal en M & la courbe) est égale @ w.

G. Darbp.

SoLUTION.
Par PAUTEUR.

Menons le grand cercle normal M7 et le grand cercle tangent M¢ a la
courbe au point M (i et ¢ sur l’équateur). Le triangle sphérique rec-
tangle Mie dont le coté ie définit la sous-normale sphérique, donne

tangie = sin Me.tangitMe,
tang (sous-normale) = sinf.tango.
Or on a, ¢ étant I'angle de la courbe avec le paralléle de M,

db do

tange = rdw  cosbdw

(r, rayon du pafalléle_).



Appliquée a'la courbe o k a0

elle-donne V‘ i c .

tango = .
. ‘g_ cosf

Donc A ' -
tang (sous-normale) = tangh = tangw

sous-normale = . o o N
Remargque. — La courbe.de Viviani posséde, en outre, la propriété d’étre
également inclinée sur les paralléles et sur la llgne des poles Autrement
dit, on a constamment ‘ i
9=,

v étant 'angle dela Lanaente a la courbe avec la hgne des poles prlse pour
axe Os.
On part de
: . dz

COS‘{: *d—.;'

or |
g } . 3 =ysin0, ds = \/d07—|— dw?cos20.

En tenant compte de expression de tange, on obtient

I

cosy = cosOsinog, o )

Appliquée a la courbe de Viviani, elle donne

I . o :
COSY — ————SINY = CO0S® . .
( tango ? 2y . L
v=9

SOLUTION GEOMETRIQUE.

) ) _Par M. EMiLe BaLLY.
Autrement dit : : :

3 v

Le plan normal en un point de la courbe est le symétrique, relatif
au méridien de ce point, du plan du grand cercle qui passe en ce point-
et au point-origine (point double) de la courbe.

Si A est le point-origine sur le cercle éguatorial de centre O, il résulte
de la définition que les projections orthogonales du point-origine et d’un
point arbitraire M de la courbe sur la trace équatoriale du méridien de ce
point se confondent en un méme point M'. :

Le lieu des projections orthogonales de M sur le plan équatorial est donc
le cercle (A) de ce plan décrit sur OA comme diamétre, et la courbe est

Uintersection de la sphere avec le cylmdre qui a pom section dronte ce
cercle (A). : o . s
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Le plan normal en M & la courbe passe au centre O de la sphére, et sa
trace équatoriale, normale a la projection orthogonale de la tangente en M,
est la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente.en M’ au cercle (A)
(paralléle & la médiane principale du triangle rectangle OM'A), c’est-a-dire
la symétrique du rayon OA relative au rayon OM', trace équatoriale
du méridien de M.

"Autres solutions de' MM. pE CAUMONT, G. Roy, R. SAGAZAN.

2490. f

(1919, p. 279.)

On donne a un segment AB de longueur constante toutes les posi-
tions, dans un plan fiwe, telles que les points A, B, et deux points
fixzes Ay et By du plan soient sur un cercle. Démontrer que l'on peut
trouver, d’une infinité de maniéres, un couple de points M, N, invaria-
blement liés au segment AB et un couple de points fixes My, Ny, tels
que les points M, N, My, N, soient sur un cercle pour toutes les positions
dusegment AB satisfaisant a la condition indiquée.

Les points M, N sont répartis sur deux droites rectangulaires et de
méme les points My, N,. R.-B.

SOLUTION.
Par PAUTEUR.

. Soient I, I, les milieux respectifs de AB et A, B,;, P le point de rencontre
de AB et AjBy. On a '

PA.PB =PA,.PB,,

ce qui peut s’écrire '

_—2 —_—2 —
Pl —IA =PI,—T,A,,

[

ou
—2 —2 ——a——2
PI —PI,=1TA LA,
M, N étant deux points quelconques marqués sur AB et tels que I soit le

milieu du segment MN, on peut leur faire correspondre deux points

fixes M, et ‘NO, appartenant a A, B, et tels que I, soit le milieu de M, Ny,
par la relation

M —IM,=TA —TA,.
On aura donc constamment
—2 —3 —3 -
Pl —PI,=IM —1IM,,
ce qui se raméne 3 :
PM.PN = PM,.PN,.

Les quatre points M, N, My, N, ne cesseront donc pas d’étre sur un
cercle. ‘ '

Soit ensuite w le point de rencontre des médiatrices de AB et AyB,.
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On a évidemment
—2 —2 —2 —2 ——2 2
wl —wly=Ply—PI =I,A;—IA .
En répétant le raisonnement qui précéde, on voit que si Pon marque

sur oI deux points M’, N’, tels que T soit le'milieu de M'N’, on peut leur
faire correspondre sur wI, deux points fizes My et Nj tels que Von ait
p 0 p ) 0 q

oM. .oN'=oM,.0N,.

Les quatre points M’, N', Mj,. N, sont donc encore sur un cercle.

Les droites rectangulaires dont il est question dans I’énoncé sont
ainsi AB et sa médiatrice, AyB, et sa médiatrice.

On laisse au lecteur le soin de reconnaitre qu’il n’existe pas d’autres
moyens de déterminer des couples satisfaisants M, N et My, Ny.

2418.

(1919, p. 240.)

On sait que le lieu des péles d’une droite I, par rapport aux coniques
d’un faisceau tangentiel, est une droite I'. Démontrer que les couples
de droites 1, I', qui sont perpendiculaires entre elles, enveloppent une
courbe de la troisiéme classe.

En particulier, dans le cas des paraboles inscrites & un triangle,
cette enveloppe est une hypocycloide & trois rebroussements.

M.-F. Eean.
SoLuTioON.
.Par M. H. Dumas.

Les droites /, I sont conjuguées par rapport d toutes les coniques du
faisceau tangentiel; si elles sont perpendiculaires, elles sont conjuguées
par rapport a la conique formée par les points cycliques I et J.

Si le faisceau donné n’est pas formé de coniques homofocales, ce faisceau
détermine avec les points I et J un réseau tangentiel R. Les droites 7 et I
'sont conjuguées par rapport a toutes les coniques de ce réseau; elles
enveloppent *donc sa cayleyenne (ou jacobienne tangentielle) qui est une
courbe de troisiéme classe. _

Si le faisceau est formé de paraboles, la droite de l'infini tangente a
toutes ces paraboles et tangente double de la conique (IJ) est tangente a
toutes les coniques du réseau; elle est donc tangente double de la
cayleyenne et I'on sait que les deux points de contact sont les points
formant la conique admettant cette droite pour bitangente, c’est-a-dire ici
les points cycliques.

L’enveloppe est une courbe de troisiéme classe bitangente a la droite de

Pinfini aux deux points cycliques : ¢’est une hypocycloide a trois rebrous-
sements.

Autres solutions par ’Auteur et MM. FaucHEUX, HARMEGNIES et G. Rov.
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2483.
(1925-1926, p. 23.)
On pose
I I f zt dw
0= \/I—x" 2 ‘/I_xa
Démontrer que
T
Ihlo= 7
‘A. LABROUSSE.
2485.
(1925-1926, p. 24.
- On pose

1 /’l o
n= ppre———
Jo (1— ak

n et k étant des entiers. Mettre Iy, 1y, .. ., Loi 1 sous forme de limites
de produits et démontrer les relations

L= ol Ly = 3T e =1.. —

. . (1
= (k— IN) T lofaa= 21-/{ ( )

- A. LABROUSSE.
SOLUTIONS .
Par M. E. LAINE.

On peut supposer que k et n sont des nombres positifs quelconques
(2k>o0,nzo).
" Posons

x = 2k
on aura
I 1+t 1 Fn:—kll‘;
I,= 2k NTag
n Z/C‘ft (1 t) dt QkF(n’Jf" 1
\ 2k 2
n-1
- T
_Yn 2k
- zkrn+1+/<
2k
De méme
n+14+k I,n+/€+1
| Vv 2k Vv 2k
n+k= . =
2k n-+1 n-+1 n-—41
r -+ 1 r———
2k 2k
On en tire

k3
2k(n +1)
(1) Il faut rectifier ainsi ’énoncé publié précédemment

InIrH-k =
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Pour £ =2, n = o, on a bhien

Iol,zg.

On voit aussi qu'il suffirait de supposer n > —1.

Remarque. — Les intégrales eulériennes se prétentde la facon la plus
naturelle & I’établissement de relations du genre indiqué dans les questions
précédentes. Signalons, comme exemple, I'identité

' dx n (7 dx
———— = CO0S — gy |
0o Ji—an nJy i+ azn
ou n désigne une constante quelconque supérieure a 2.

Autre solution par J. bE CAUMONT.



