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SOLUTIONS DE PESTIONS PROPOSÉES

2466.
• ' • • ' " . ( 1 9 2 4 , p . 314. )

Soit-, sur la sphère de rayon i, la courbe de Viviani qui a pour
équation

• co = 6 ,

a) et ô étant respectivement la longitude et la latitude d'un point M
de cette courbe. Prouver, que la sous-normale sphérique au point M
{c'est-à-dire un arc d'équateur limité au méridien de M et au grand
cercle normal en M à la courbe) est égale à to.

G. DARD.

SOLUTION.

Par TAUTEUR.

Menons le grand cercle normal M i et le grand cercle tangent MU à la
courbe au point M (i et t sur l'équateur). Le triangle sphérique rec-
tangle M i e dont le côté ie définit la sous-normale sphérique, donne :•

tangte = sin Me.tangiMe,
tang (sous-normale) = sin6.tang<p.

Or on a, <p étant l'angle de la courbe avec Je parallèle de M,

(r, rayon du parallèle).



Appliquée à la courbe (

0 — 0 ) ,

elle-donne ,

tangcp =* r •
cos 6 >

Donc ,
tang(sous-normale) = tango = tangco,, >\

sous-normale = w. o

. • V
Remarque. — La courbe de Viviani possède, en outre, la propriété d'être

également inclinée sur les parallèles et sur la ligne des pôles. Autrement
dit, on a constamment

• < P - = Y , • ' . • . . -

Y étant l'angle delà tangente à la courbe avec la ligne des pôles prise pour
axe Oz.

On part de
d

Or c •
. s=-sin8, ds =

En tenant compte de l'expression de tangcp, on obtient

cos y = cosôsincp.

Appliquée à la courbe de Viviani, elle donne
i v • •

cos Y = :— sin cp = cos CD, '
1 tangcp r

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

Par M. EMILE BALLY.
Autrement dit : . • ,

Le plan normal en un point de la courbe est le symétrique, relatif
au méridien de ce point, du plan du grand cercle qui passe en ce point
et au point-origine (point double) de la courbe.

Si A est le point-origine sur le cercle éiquatorial de centre 0, il résulte
de la définition que les projections orthogonales du point-origine et d'un
point arbitraire M de la courbe sur la trace equatoriale du méridien de ce
point se confondent en un même point M'.

Le lieu des projections orthogonales de M sur le plan équàtorial est donc
le cercle (A) de ce plan décrit sur OA comme diamètre, et la courbe est
l'intersection de la sphère avec le cylindre qui a pour section droite ce
cercle (A).



Le plan normal en M à la courbe passe au centre O de la sphère, et sa
trace equatoriale, normale à la projection orthogonale de la tangente en M,
est la perpendiculaire abaissée de O sur la tangente en M' au cercle (A)
(parallèle à la médiane principale du triangle rectangle O M'A), c'est-à-dire
la symétrique du rayon OA relative au rayon OM', trace equatoriale
du méridien de M.

Autres solutions de" MM. DE CAUMONT, G. ROY, R. SAGAZAN.

2490. '
(1919, p . 279.) - : • ,

On donne à un segment AB de longueur constante toutes les posi-
tions^ dans un plan fixe, telles que les points A, B, et deux points
fixes Ao et Bo du plan soient sur un cercle. Démontrer que Von peut
trouver, d'une infinité de manières, un couple de points M, N, invaria-
blement liés au segment AB et un couple de points fixes Mo, No, tels
que les points M, N, Mo, No soient sur un cercle pour toutes les positions
du segment AB satisfaisant à la condition indiquée.

Les points M, N sont répartis sur deux droites rectangulaires et de
même les points Mo, No. R.-B.

SOLUTION.

Par TAUTEUB.

Soient I, Io les milieux respectifs de AB et A0B0, P le point de rencontre
dé AB et A0B0. On a • '

P À . P B - P A 0 . P B 0 ,
ce qui peut s'écrire • ' ' 1

2 2

2 2 2 2

PI — Plo = JA I0A0

M, N. étant deux points quelconques marqués sur AB et tels que I soit le
milieu du segment MN, on peut leur faire correspondre deux points
fixes Mo et No, appartenant à A0B0 et tels que Io soit le mifieu de M0N0,
par la relation

On aura donc constamment

PÏ2—PÏo = ÏM2—
ce qui se ramène à

Les quatre points M, N, Mo, No ne cesseront donc pas d'être sur un
cercle.

Soit ensuite w le point de rencontre des médiatrices de AB et A0B0.
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On a évidemment
2 2 « 2 2 2 2

wl ~ w l o = : P I o — P I = ÏOAO—IA.

En répétant le raisonnement qui précède, on voit que si Ton marque
sur tôl deux points M', N', tels que I soit le milieu de M'N', on peut leur
faire correspondre sur tol0 deux points fixes M'o et N'o tels que Pon ait

&)M;.wN'= w M'o. a) N'o.

Les quatre points M', N', M'o. N'o sont donc encore sur un cercle.
Les droites rectangulaires dont il est question dans l'énoncé sont

ainsi AB et sa médiatrice, A0B0 et sa médiatrice.
On laisse au lecteur le soin de reconnaître qu'il n'existe pas d'autres

moyens de déterminer des couples satisfaisants M, N et Mo, NQ.

2418.
(1019, p.'24o.)

On sait que le lieu des pôles d'une droite l, par rapport aux coniques
d'un faisceau tangentiel, est une droite l'. Démontrer que les couples
de droites /, /', qui sont perpendiculaires entre elles, enveloppent une
courbe de la troisième classe.

En particulier, dans le cas des paraboles inscrites à un triangle,
cette enveloppe est une hypocycloïde à trois rebroussements.

M.-F. EGAN.

SOLUTION.

Par M. H. DUMAS.

Les droites /, /' sont conjuguées par rapport à toutes les coniques du
faisceau tangentiel; si elles sont perpendiculaires, elles sont conjuguées
par rapport à la conique formée par les points cycliques I et J.

Si le faisceau donné n'est pas formé de coniques homofocales, ce faisceau
détermine avec les points I et J un réseau tangentiel R. Les droites / et /'
sont conjuguées par rapport à toutes les coniques de ce réseau ; elles
enveloppent'donc sa cayleyenne (ou jacobienne tangentielle) qui est une
courbe de troisième classe.

Si le faisceau est formé de paraboles, la droite de l'infini tangente à
toutes ces paraboles et tangente double de la conique (IJ) est tangente à
toutes les coniques du réseau; elle est donc tangente double de la
cayleyenne et l'on sait que les deux points de contact sont les points
formant la conique admettant cette droite pour bitangente, c'est-à-dire ici
les points cycliques.

L'enveloppe est une courbe de troisième classe bitangente à la droite de
l'infini aun deux points cycliques : c'est une hypocycloïde à trois rebrous-
sements.

Autres solutions par l'Auteur et MM. FAUCHEUX, HARMEGNIES et G. ROY.
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2483.
(1925 -1926 , p . 2 3 . )

On pose
* dx

Démontrer que

•A. LABROUSSE.

2485.
(1925-1926, p. 24. ;

On pose
1 xndxr1 xn

n etk étant des entiers. Mettre Io, Ii, '...,'Uk-\ sous forme de limites
de produits et démontrer les relations

71 ( ! )
• I 0 I A = 2 I 1 I ^ . I . = 3 Ï , U + J = . . . = (A: —T) IA~ 2 12^-2= —k '

A. LABROUSSE.

SOLUTIONS

Par M. E. LAINE.

On peut supposer que k et n sont des nombres positifs quelconques
(ik > o, n ^o).

Posons

r
•2 A: 2

V 2 A:

De

On

même

en tire

ik vn

2A:

ik

+ i

2A

p

•+-A

/? -4- i -4- k

ik

ik ! 7

C ( / 1 4 - I )

r

- h A: -H i

2/c

n + i
2 / C

II faut rectifier ainsi l'énoncé publié précédemment.
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Pour k = 2, n = o, on a bien

On voit aussi qu'il suffirait de supposer n > — i.

Remarque. — Les intégrales eulériennes se prêtent de la façon la pliïs
naturelle à l'établissement de relations du genre indiqué dans les questions
précédentes. Signalons, comme exemple, l'identité

X
1 dx
—==
i/r —

dx 7T /*°° dx
= COS - /

n

où n désigne une constante quelconque supérieure à 2.

Autre solution par J. DE CAUMONT.


