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GONCOURS D'AGREGATION DE 1925.

Mathématiques élémentaires.

Sur les cétés d’un triangle ABC, pris comme dia-
gonales, on construit, dans le plan du triangle, les
carrés CPBP', AQCQ', BRAR'. Les notations sont
choisies de telle sorte que les sens de parcours,
margqués par Uordre indigué par les sommets, cor-
respondent au sens de rotation ABC.

1. Onconsidére la figure constituce par lensemble
des neuf points A, B, G, P, Q, R, P, Q', R/, et par
les segments qui ont pour extrémités deux quel-
conques d’entre eux. Montrer qu’a chacun de ces
segments, on peut en associer au moins un autre
qui lut soit égal; comparer les directions des seg-
ments associes.

Montrer que les segments QR et Q'R sont vus du
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milieu de BC sous un angle droit; que QR’ et RQ’
concourent au pied de la hauteur issue de A sur BC,
que les triangles ABC, PQR, P'Q'R' ont méme

centre de gravité.

II. On r’étudiera, dans tout ce qui suit, que des
triangles T(ABC) auxquels correspondent trois
points P, Q, R alignés. Indiquer comment on peut
construire de tels triangles.

La condition imposée peut se traduire, soit par
une relation f(a*, 02, c*)=o, entre les longueurs
des ciotés, soit par une relation entre la surface et
la somme des carrés des cotés, soit par une relation
symétrique entre les cotangentes des angles du
triangle. On établira ces relations.

1. a. Les sommets B et C étant donnés, trouver
le liew de A et U'enveloppe de Q'R

b. A et P étant donnés, trouver les lieux de B, C,
P, QY R' et les enveloppes des cotés de PPQ'R';

c. Q' et R étant donnés, trouver les licux de A.
B,C, P, Q, R, Uenveloppe de la droite PQR et les
enveloppes des cotés de 'T.

LV. Montrer que les nombres a, b, ¢ qui vérifient
la relation f(a?, b*, c*)=o0, obtenue dans la
deuxiéme partie, ne sont jamais simultanément des
nombres entiers.

On posera

ai = .r, b'.’ :}f. c! —_ z’
Y+ 53— =2X2 s4+rx—y=12Y2, T4y —z=12L%
(0SX_YSZ)

Trouver la relation qui existe entre X, Y, L.
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Démontrer que si x, y, z sont desentiers premiers
entre eux dans leur ensemble X, Y, 7 sont entiers
et premiers entre eux deux a deux.
Déduire de la le moyen d’obtenir toutes les solu-
tions en nombresentiers de Uéquation

flz,y,z)=0.

SoLuTION
Par Jean DoLLox.

. Le sens de rotation du triangle ABC sera dans
toute la suite, pour fixer les idées, le sens trigonomé-
trique.

En ce qui concerne la premiére partie du probléme,
nous nous bornerons a quelques indications essentielles,
a aide desquelles le lecteur trouvera facilement la
réponse a toutes les questions posées.

a. Démontrons d’abord quc les quadrilatéres tels
que AQP'R et AQ'PR’ sont des parallélogrammes.
Soit par exemple le premier. On passe de Q a C

. T . A+ C
\ o —_ M ).
p(ll une rolation de + > autour dll pomt > ( ) 5

. A+C - -
(') Nous employons la notation pour désigner le miliew

de AC. Cette notation peut étre justifiée de la facon suivante :
Soient B’ le milieu de AC et O un point quelconque, on a toujours
I'égalité géométrique
- —>  —=> =g (—* —>
20B'= 0A +OC ou OB'= 0A + 0C).
Puisque O est arbitraire, on peut se¢ permeltre de schématiser

celte égalité sous la forme
_X+C

2

'

R . \ . A+B+C oL .
On justifierait de méme la notation -——3’— utilisée plus loin

pour désigner le centre de gravité du triangle ABC.
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on passe de méme de C a P’ par une rotation de —
autour du point

2

- On passe donc directement

de Q a P’ par une translation qu’on peut déterminer
ainsi :

on considére le point

—» il est invariant
dans la premiére rotation, on lui applique la seconde
—_——

et on a en AV (fig. 1) le vecteur de la translation. CGe
vecteur est évidemment équipollent a AR.

Fig. 1.
A o
ReJ
R . P
C' g
\\ Il' I\I'
- !
g / \
7 \
y, \
B .4 \ c
Q S~
v
-4
Remarques. — 1. La premiére des rotations consi-
dérées change A en Q. la seconde changedonc Q enR :
. , . . ™
le point R se déduit de Q par une rotation de — - autour
B—~C -
de —: .

2. Les deux parallélogrammes AQRP' et AQ'R'P

sont égaux et ont les cotés homologues rectangulaires.
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Les diagonales homologues, telles que AP et.QR sont
donc égales et portées par des droites rectangulaires :
—
on passe du sens QR au sens PA par une rotation d’un

angle égal a + 7;:

b. Nous allons montrer maintenant que QR'
et RQ' se coupent au pied de la hauteur abaissée
de A.

En effet, du triangle ABC on déduit :

AR'Q par une similitude (%, — %) de centre A;
2

AQ'R par une similitude <:/l—., - Z,) de centre A.
2 4
Par le pied H de la hauteur issue de A, menons
maintenant deux droites inclinées de 7—; sur BC} ce sont
4
les transformécs de BC dans les similitudes précédentes,
c’est-a-dire QR’ et RQ'.
c. Les triangles ABC, PQR, P'Q'R’' ont méme
centre de gravité. En effet I'existence, établie au

debut, de parallélogrammes tels que AQPR' entraine

A+ P
.que Q—_:_R = -: ) etc.

On a donc

-+ P P A+P B ! C+ R’
Q'R+R+ + +Q= +P +Q+ + R

2 2 2 2 2 2
Y+R R+P  P4Q AP B C+R
Q—f—Rﬂ_R+P+I+Q= + +Q+ ,

2 2 2 2 2 2

d'ou Pon déduit

A—-B+C _ P+Q+R _P+Q+R
3 - 3 - 3 :

On verrait aisément, du reste, que la droite qui
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joint, par exemple, Q' au milieu de BQ (et qui est 'une
des médianes du triangle P'Q'R’) et la droite joignant A
au milieu de BC se coupent aux deux ticrs de leur lon-
gueur a partir des sommets.

Il. Nous supposons désormais le triangle ABC tel
que les points P, Q, R soient alignés. Si ces points
sont deux a deux distincts, 'un d’eux est compris
cntre les deux autres et nous pouvons toujours sup-
poser, pour faire la figure, que ce soit le point R (1).

Ceci posé, supposons donnés P, Q, R et proposons-
nous de construire le triangle ABC. U suffiv (I, re-

—_— —_—>

marque 2) dc prendre PA de méme longueur que QR
- = =

ct faisant avec lui un angle de ;, PB et P( s’obticnnent

de méme & partir de RD ct 1’6 et le lecteur vérifiera
sans peine que le triangle ABC ainsi déterminé répond
bien a la question.

Indiquons aussi une construction, qui présente
quelque intérét pour la suite, des milieux \', B, (,
des cotés du triangle ABC. Nous avons vu (I, re-
marque 1) que 'on passe de R a ) par unc rotation

T
de + < autour de \’: A’ est donc 'un des sommets du

carré construit sur RQ pour diagonale et 'on obtient
de fagon analogue B’ et C' (fig. 2). On voit immédia-
tement sur la figure que PA’; QB’, RC' sont bien res-
pectivement perpendiculaires aux cotés du triangle ABG
et de longueur moitié. Posons maintenant

X opr=2X, po=2

Q= s 7 v=

(') 11 suflit de choisir convenablement les notations.”
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les carrés des cotés du triangle ABC valent respecti-

vement
a?= Y2 + 71

(1) b = 72 + X2,
et = X2+ Y3,

Fig. ».
E:C
ot
A= Q
R
1 C+A
B
1
///”
/’/
’/
vd
//’
v
Y78
py. Y
?
J
A
et 'on a d’autre part
(2) Z=X-+Y.

On tire des relations (1)
b2+ c? — a?= 2 X2,
") e+ ar— br=2Y?,

a?+ b2 — ¢ = 272,

et, pour trouver larelation entre a2, b2, c?, il suffira de
Ann. de Mathémat., 5¢ série, t. II. (Déc. 1923.) 9
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porter ces valeurs de X2, Y2, Z2 dans la relation

X+Y+Z2)X+Y—-Z)(Y+Z—-X)(Z+X—~Y)=0,

qui doit étre substituée a (2) en l'absence de toute
hypothése sur la disposition des points P, Q, R et sur
le signe de X, Y, Z.

Cette derniére relation s’écrit encore
(3)  Xéa YeaZt—a(Y2Zi4 22X2 4+ X2Y2) = o,
et une simple substitution donne
Sf(az, b2, c?)=5(a*+ b*+ ct) — 6(b2ct+ctat+a?b?) =o,

relation a laquelle un calcul facile permet encore de

substituer .
8S = a?+ b2+ c?,

S étant Paire du triangle ABC.

1l est d’ailleurs aisé de trouver une relation simple
entre les cotangentes des angles du triangle ABC. Ces
angles sont égaux a ceux que forment les drdites PA’,
QB’, RC' prises deux a deux. Or, sur la figure 2, on
évalue immédiatement les coeflicients angulaires des
droites en question dans le systeme d’axes PC’, PB.
De la formule donnant la tangente trigonométrique
d’unc différence d’angles, on déduit tangA, tangB,
tang G, et 'on trouve

cotA + cotB 4+ cotC = ..

Cas particulier. — Tout triangle rectangle isoscéle
est évidemment un triangle T, deux des points PQR
ctant confondus,

11I. Certains elements sont variables, l'ordre des
points P, Q, R sera variable. 11 va sans dire que nous
renongons A toute hypothése concernant cet ordre.
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1° Supposons B et C donnés. — 11 en sera de méme
de P et de A’ (milieu de BC). En se reportant a la
figure 2 on voit que, si I est le milieude B'CY, on a
B'C’ PA’

Pl = —~ = —— = const.
2 2

Le lieu de I est donc un cercle de centre 1, de
PA’ . . a .
rayon —- Le lieu du point A s’en déduit par une

homothétie de centre A’, de rapport 2 : ¢’est un cercle
passant par P et par les deux sommets, autres que B
et G, du carré construit sur BC.

La droite Q'R’ passe par le milieu J de AP et est
perpendiculaire & AP' (fig. 1); mais le lieu de J se
déduit du lieu de A par une homothétie de centre P et

de rapport é, JA! parallele a AP’ est également perpen-
diculaire 8 Q'R’. L’enveloppe de cette derniére droite

est donc une hyperbole de foyer A’, le lieu de J étant
le cercle décrit sur axe transverse comme diamétre.

2° Supposons A et P donnés. — La droite PQR,
perpendiculaire a AP, est fixe. Pour obtenirle licu de B
on fera subir a la droite PQR une similitude de

centre A, de rapport |2 et d’angle — ;—:, le lieu de G
s’obtient par une similitude analogue, d’angle + -
q

Les lieux de B et C sont donc des droites dont la
construction est immédiate. Les points Q' et R’ se
déduisent de Q et R par une rotation de centre A,

d’angle + gou — ;- Les lieux de Q" et R’ sont donc

des droites qui se déduisent de la droite PQR par I'une
ou Pautre des deux rotations mentionnées.
Enfin le lieu de I’ sera la droite homothétique de la

-
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droite PQR, A étant le centre et 2 le rapport d’homo-
thétie.

[’enveloppe de la droite Q'R se réduit au point J,
milieu de AP.

Cherchons I'enveloppe de la droite P'R’. Les
droites JR' et AP’, passant par les points fixes J et A,
sont constamment rectangulaires; elles déterminent
donc des divisions semblables sur les droites Ly et L,
(elles-mémes rectangulaires) lieux respectifs de R’
et . L'enveloppe de P'R’ est donc une parabole tan-
cente a Ly et L.

Etablissons ce résultat par une voie plus elémen-
taire. Le lieu du point E ( fig. 3) est le cercle de dia-

Fig. 3.

Lq R~

metre AJ qui peut étre considére comme inverse, par

rapport a A, de Lp. On a donc

AE.AP = const. = A¢.AO

ct le cercle circonscrit au quadrilatére EOP'R’ passe
par le point fixe ¢. Il suffit alors d’envisager la droite
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de Simson relative au point ¢ du triangle OR'P' pour
voir que ¢ est le foyer d'une parabole tangente 8 P'R/,
Ly et Ly. On raisonnerait de méme pour I'enveloppe
de la droite P'Q’.

3° Supposons donnés Q' et R'. — On connait le

point J, milieu de Q'R’. D’autre part, AP’ étant égal

et perpendiculaire a Q'R’ (1) la droite qui joint les
> )

\+P et &,:l—kf

Qr RI

a 'R’ et égale a = Le point A’ est donc connu.

points J = sera perpendiculaire

La droite PQR passe évidemment (fig. 2) par le
milieu K de JA’. Son enveloppe se réduit donc a ce
point ct, 'angle en P étant droit, le lieu du point P est
la circonférence de diamétre Jk.

Le lieu de A s’en déduit par une symétric de centreJ.
Enfin on passe du lieu de A aux lieux de B et C par
rotation de — E autour de R" et Q' respectivement el
l'on passe du lieu de A aux lieux de R et Q par des
similitudes (\, 2, Z—) de centre R’ et Q.

Il reste a trouver les enveloppes des cotés du
triangle T. Soit AB un coté de ce triangle qui ren-
contre en C' la perpendiculaire abaissée de R’ sur lui.

Le lieu de C'= A _i_ B est un cercle déduit du lieu de A

. aye I ki I
par une similitude ( —, — <} de centre R'. L'enve-

> 4
loppe de AB est donc une hyperbole de foyer R’, le
cercle décrit sur 'axe transverse étant le lieu de C'.
L’enveloppe de AC sera de méme une hyperbole
ayant Q" pour foyer. L’enveloppe de BC se réduit au

point A,

IV. 1l s’agit d’abord de vérifier que I'équation

Jrar, b2 c?)y=5(at+ b4+ ¢t ) — 6(b2c2+ c2ar+ a*b?)= o
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qui peut aussi s’écrire
5(ar+ b2+ c?)2—16(b2c?+ c2a+ arbt) =o

ne peut étre satisfaite par des valeurs, toutes entiéres,
de a, b, c.

L’équation ¢tant homogene, il suffit de démontrer
qu'elle n’a pas de solutions en nombres entiers pre--
miers dans leur ensemble puisqu’on se raménerait
toujours & ce cas en mettant en facteur la quatriéme
puissance du plus grand commun diviseur de a, b, c.

Soient donc «, b, ¢ trois entiers premiers entre eux
dans leur ensemble. Je dis que a®+ b6*-c* n’est
jamais multiple de 4. En effet, a, b, ¢ sont forcément
non tous pairs, d’aprés I'hypothése faite; si un seul de
ces trois nombres est impair, ou bien s’ils le sont tous,
a?+ b*+ ¢* sera un nombre impair; si enfin deux des
entiers a, b, ¢ sont impairs, nous aurons, par exemple,

'

a=sa, b=1u2b 41, c=2a2c+1,

d'ou
at+ b2+ c?=4(a?+ b2+ 2+ b +¢') +~2 = mult. §{+ o.

L'impossibilité de f = o en nombres entiers premiers
dans leur ensémble en résulte. Admettons en effct un
instant qu’on puisse trouver 3 entiers a, b, ¢ tels que
J =o0; puisque 16 est premier avec 5, il diviserait
(a4 b2+ c*)2. Donc 4 diviserait az—+ b*—+ 2, ce
qui, d’aprés le lemme précédent, est impossible.

Posons, comme il est indiqué dans I’énoncé,

at=z, br=y, =z,
y+z —x=2X2
z2+2x—y=2Y2
z+y-—z=121I3
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ou encore
x = Y2+ 72,
y =1+ X2
z=X24+Y¢,
et supposons
0<X<SYSZ;

entre X, Y, Z on a la relation

Z=X+Y.

Supposons que z, y, z soient entiers et premiers
entre eux dans leur ensemble et satisfassent a

f(x7.yaz)=0'

Je dis que X, Y, Z seront entiers et premiers entre
eux deux a deux. En effet la relation f'= o est le résul-
tant de I’é¢limination de X, Y entre les équations

gz:YL&-\X—l—Y)z: X2+ 2XY +2Y?2,
(E) y=X24 (X +Y)2=12X242XY + Y2,
>z=X2+Y2.

Les équations (E) sont résolubles en X2, XY, Y2 :

2X2=y + 3 —um,
¢ 2Y2=3 42—y,
4 XY=2+y—33

et 'on peut écrire f = o sous la forme
f(y+z—x)(z+x—y)=(xr+y—33);

mais y + 3 — & et 5+ & — ¥ sont de méme parité, de
méme 34z — y et x + y — 35; enfin, d'aprés I'éga-
lité précédente, = + y — 3z est manifestement pair
X2, Y2, XY sont donc des entiers.

D’ailleurs X2 et Y? seront premiers entre eux, sans
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quoi x, ¥, 5 auraient un diviseur commun : en effet,
si X2 et Y2 avaient un diviseur commun 6, ¢ divi-
serait X2Y2, ¢ diviserait XY et d’aprés les équa-
tions (E), il diviserait simultanément .r, ¥, 3 qui, par
suite, ne seraient pas premiers dans leur ensemble. Il
en résulte que X et Y sont entiers : en effet, décom-
posons X2, Y2, XY en facteurs premiers

(2 — 2% % &
Xi=gliads.. .2,

‘ Y2 =}/?‘.}/{jg .. rﬁn,

n

_ -,
\Y = upué-. LLug,

X2 et Y2n'ayant pas de facteur commun

. 4, 5, N
(XY )= 2%z, . .:c‘,’:"y?'_y':‘. CyPn= IZACRZACRNR AL

De l'identité des deux décompositions, on déduit la
parité des a et des B. X\ et Y sont donc entiers, et

comme
Z=X+Y,

Z est un entier premier a X et a Y.

Les solutions en nombres entiers premiers dans leur
ensemble de l'équation f(z, y,s)=o0 sont donc
fournies par les équations (E) ou X et Y sont des
entiers premiers entre eux. On passe a la solution
générale en substituant, aux valeurs z, y, s définies
par (E), les valeurs kx, ky, kz, k étant un entier quel-

conque.
Autre solution par M. FAUCHEUX.



