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[A5b]
SUR UN DEFAUT DE LA METHODE D'INTERPOLATION
PAR LES POLYNOMES DE LAGRANGE ;

Par M. Mavrice FRECHET.

(Université de Strasbourg.)

INTRODUCTION.

1. Le procédé qui consiste a représenter approxima-
tivement une fonction ¥ = f(z) par un polynome P,
de degré n égal a la fonction donnée pour n--1
valeurs de la variable, n’est pas a I'abri de toute cri-
tique.

Méray a fait remarquer que rien ne prouvait que ce
procédé fat légitime. Runge, en poussant les calculs

sur un des exemples simples donnés par Méray, celui

. 1
de la fonction

— Borel, par une méthode toute dif-

férente, ont montré que la multiplication indéfinie des
points ou la fonction f(x) et le polynome P,(x) coin-
cident n’entraine pas la convergence de P,(x) vers
/(z) aux autres points.

2. Un autre défaut du méme procédé a été remarqué
par de la Vallée Poussin: c’estd’exagérer l'influence
des erreurs d’observation. Autrement dit, si les valeurs
Yo—+¢eo, ¥i+¢e1y oory Yu—tceq utilisées pour déterminer
P,(r) aux points g, Z, ..., Z, nesont égales aux valeurs
correspondantes ¥, ¥, ---y Yn de Jf(x) qu’a une cer-
taine approximation prés, il en résulte pour la valeur
de P,(z), en un point différent des précédents, une
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erreur qui peut devenir, pour des valeurs assez grandes
de n, beaucoup plus grande que cette approximation.

3. Toutefois, il faut remarquer que si cette cir-
constance ne se produisait qu'en des points isolés ou
dans des intervalles dont la longueur totale tend vers

. 1 , X . R
zéro avec —. ce défaut de la méthode ne serait pas trés

grave. (1l pourrait, par exemple, ne présenter aucun
inconvénient pour I'intégration. )

Le but de cette Note est de montrer qu’il n’en est
pas ainsi, de compléter par conséquent la remarque
de la Vallée Poussin en prouvant que l'exagération de
I'influence des erreurs d'observation qui d’aprés lui a
au moins lieu en un point (et par suite dans un petit
intervalle) peut se présenter effectivement dans une
suite d'intervalles dont la longueur totale peut deve-
nir et rester aussi voisine gu'on voudra de la moitié
de la longueur de U'intervalle d’interpolation, a
partir d’'un nombre d'observations suffisamment grand.

4. Avant de passer a la démonstration, il y a lieu de
remarquer que les défauts signalés par Méray et par de
la Vallée Poussin présentent un champ d’application
trés différent. Pour rencontrer lasingularité de Méray,
il faut s'adresser a une fonction f(z) elle-méme sin-
guliére.

Il faut supposer au moins que f(x) n’est pas holo-
morphe dans un certain intervalle comprenant 'inter-
valle d’interpolation. Au contraire, la singularité de la
Vallée DPoussin (et c'est ce qui en fait la gravité)
est indépendante de la fonction f(x) qu'il s’agit de
représenter. /

On fait\disparaitre le premier défaut en n’appliquant
la méthode qu’a des fonctions f () suffisamment régu-
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lieres. On ne peut espérer faire disparaitre le second
qu’en choisissant convenablement les points zy, Zg, ...,
Z,. Ce serait une question intéressante a étudier. (On
sait déja, grace a Tchebicheff, qu’il y a avantage dans
certains cas a utiliser comme points de base dans la
méthode d'interpolation appliquée a un intervalle (a, b)

les points
a—+b b--a (20+1)10)
+ cos .
2 2 20 41

=

CALCUL DE L'EFFET DES ERREURS D'OBSERVATION.

5. Le polynome de degré n, P, + AP,, qui prend
aux points xz, les valeurs y; 4 ¢;, est

i=n

P,+AP, = 2 (yi+e) Q¥ (2),
i=o0

avec
; (x — @) (x — 1) (T —2; \J(T— i) (X —2p)
0 —

Qi'(2) (@ — @) (Xi—2y)ee (Zi—2; ) (Xf— Xjiy).( T — X)

et erreur AP, que 'on commet sur P, en remplacant
les y; par les y; +¢; est la somme d’erreurs AP} dues
chacune a une seule crreur ¢; avec

APY(2) =5 QY (z).

On voit que P'erreur AP/ due a I'erreur ¢; est bien,
comme nous l'avons fait remarquer, indépendante de
la fonction f(.x).

6. Nous allons nous placer avec de la Vallée Pous-
sin dans le cas classique des ordonnées équidistantes
en supposant pour simplifier @ = o0, b =1. Si une des
observations est faite en un point X, l'abscisse de ce
point est une fraction dont le dénominateur est un divi-
seur de n quand on réduit la fraction a sa plus simple



expression

Soit ¢ I'erreur commise sur S(X) (e serait appelé €
dans nos précédentes notations ).

Nous allons évaluer I'erreur @(z)=AP{(z) qui
résulte de 'erreur ¢ et affecte la valeur de P,(z) en
un point z intérieur a I'un des intervalles de base. Nous
supposons donc

k—1 k—1

(2]
2n

(O]
+ —
n n a2n

Sx

HA
A
NRES

< avec o < w < 1.

Pour fixer les idées, supposons que X soit dans la
moitié de gauche de l'intervalle de variation et que x

soit & droite de X. Il en résulterait oS X §%ou 0Sis<

et 1A —1. 1l nous sera méme plus commode de
supposer exclus les signes d’égalité et par suite de
supposer que

o<i<f_)‘, i<k —1.

7. Nous avons alors a évaluer

Q(z)=eQY ()

Oron a
k—1 I k—> T —1 k—i
.Z‘>——'l—) —7l> "y [} caay T - e —-n__’
x_‘_:.'—_.’. /\——l—‘z’..’m_k—2>_l’x_k-—-l‘_&)_’
n n n n n 2n
k s o k41 n—k
_——— XL ——y ———— -y ey =T > —



d’ou
k—1 k—2 k—i k—i—2 1 w w1 n—k
n n n n na2nann n
2 ()] > :
L i—1 11 n—zi
n n nn n

_ cw? (k— 0! (n—k)!
Tik—i=n T il(n—=0)y

Nous voulons démontrer que, quels que soiente> o
et w compris entre o et 1, on peut prendre n assez
grand pour que

1Q(z) >EA,

A étant un nombre positif donné d’avance.
11 suffit d’obtenir

1 (/c-—l)!(n—/c)!‘ 4A
k—i—) i—1) (n=01" w*’

Or:
(k—0! (n—k)! & i1 (k -1 .
G—)l n—i)! " n—in—i—1 "‘n+1—4k

les valeurs successives des fractions du second membre
vont évidemment en croissant a partir d’une valeur in-
L. X . . _n .
férieure a 1 puisque { <7 = elles ne pourront dépasser
., . n .
Punité quesik —1>n—+1—kouk —1r> 5 Sil'on
veut obtenir une valeur suffisamment grande du pre-
mier membre, il faudra donc que l'on ait d’abord
k—1> 3’ c’est-a-dire que z soit a droite du milieu
de I'intervalle de variation.

Mais observons que si 'on change j en n —, ;’_——;
n—j
J

prefxd une valeur inverse ; donc tant que £ —1

ne dépassera pas la valeur n — i, le second membre ne
dépassera pas la valeur 1, celles de ses fractions qui
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“sont plus grandes que l'unité n’étant que les inverses
de certaines des fractions précédentes.
n
Il faut donc supposer non seulement k& —1> 5
mais encore au moins k — 1> n — {, c’est-a-dire que
z doit étre plus éloigné que X du milieu de 'intervalle
(0,1). Ceci étant, on aura

ew? n—i+1 n—i+2 k—1
Q) lQ(J[')I>{i(/c——i-—l) t—1 i—2 nx =K
d'ou
em? n — [\ k-n+i-1

(2) Ig(x)l>41(n—i).(\ 11 >

em? 1 n — i\ k-n+i

e (n—i)z( { )

ou

I3 r
(0 (z)|> &8 1 ! ([»_x\?"""i
> T rexy e [ (x) '

I |
La quantité <

estune quanlilé donnée supérieure

T . . . A ] ,
a P'unité puisque X << L. Sidonc = —1 4+ L oest supé-
‘2 n n

ricure & une quantité positive @, on aura

tw? I 1 11— X \*]~»
o> 5 g [ ()]

et par suite, quand ¢, w, X, a sont donnés, le second
membre peut devenir supérieur a toute quantité don-
née A en prenant n assez grand.

8. Toutefois, récapitulons les conditions d’inégalité
que nous avons été conduit a adopter :

0<i<’~;; L<h—1, n—i<k—1, £—|+i>a



ou

°<i<$ et k>i+1; k>n—i+1, k>n—i+na

Si l'on prend £ assez grand pour que na>>1, on a
I+1<n—i+1<n—i+na;
il reste donc les conditions

. .n .
o<z<; et k>n—i+na avec na>1I.

: i ) .
Puisque X = — et k> nz, 1l suffira d’écrire
1 1
o<X< s et #>1—X-+a2 avec n>-.
k %

Ceci suppose (pour que x < 1) que l'on a « << X.
Donc, enfin, en choisissant pour 2 un nombre quel-
conque inférieur a X, on aura
12(r)|>eA
pour .
1
r>1—(X—a), n> Z et n>n,,

ny étant tel que

R [<[____X.>a]n> u.f\ pour n > n,.

n? X 04

Ceci suppose en outre que les distances de z aux
extrémités de l'intervalle de base ou il est situé sont

L, . . W
superleures a —-
2n

9. Nous avons donc montré que pour ¢, A, w (<C1)
et « (<< X) donnés, on a[Q(r)]><cA non seulement
en un point, mais dans l'intérieur de un ou plusieurs

I—w
- Quelle est la somme

intervalles de longueurs
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des longueurs de ces intervalles? Elle est au moins égale

ép(';w) si p est le nombre des intervalles de lon-

gueur % qui suivent I'intervalle de base comprenant le

oint
P 1— (X —a).
Alors
(1 — o) ! n—p—i_ o n—p
s>p——— avee — —i—(X—a)J—
ou
B;X—u—-—'—>X—21,
n n
d’ou

s> —w) (X —2a).
N X
Ainsi si 'on prend 2 < ~ on aura

Q(x)>cA

dans un ensemble d’intervalles de longueur totale su-
périeure & (1 — w) (X — 2 a) dés que » sera suffisam-

ment grand (n > neetn> -;-), cette valeur de n étant

d’ailleurs indépendante du choix de z dans ces inter-
valles. On voit que st par exemple on prend o trés voi-

sin de o, X trés voisin deé (mais plus petit) et & posi-
tif mais trés petit, la longueur totale de ces intervalles,

. . 1 . . . 1
tous a droite de 5’ sera trés voisine de .

10. Il en résulte bien qu'une erreur aussi minime
qu’on le veut sur la valeur employée pour y en I'un X
des points de base pourra produire sur le polynome
d’interpolation P, () une erreur aussi grande que 'on
veut et cela non pas pour des points particuliers de
Iintervalle d’interpolation comme I'a montré de la
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Vallée Poussin, mais pour un ‘ensemble d’intervalles de
longueur totale finie, plus grande a partir d’une certaine
valeur de n que les £ de I'intervalle total, par exemple.

Le raisonnement précédent, non seulement établit
notre proposition, mais il donne le moyen de déter-
miner une valeur de n a partir de laquelle le résultat
prévu sera atteint. Cette valeur sera d’autant plus grande
qu’on voudra mettre en évidence une inexactitude plus
marquée de P, dans une somme d’intervalles plus:
étendue.

11. Silon voulait faire le calcul effectif de n, il y
aurait d’ailleurs avantage a employer pour I'évaluation
des factorielles un procédé moins élémentaire, mais
aussi moins grossier que celui qui fait passer de I'iné-
galité (1) a l'inégalité (2).

Il serait intéressant de tracer un graphique repré-
sentant Q(x) pour les premiéres valeurs de n. Par
exemple on prendrait X = % et n= 3, 6,9, 12, 15.

’



