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SOLUTION DUN EXERCICE PROPOSÉ AUX CANDIDATS A
L'AGRÉGATION PAR LES « NOUVELLES ANNALES DE
MATHÉMATIQUES » ( 1 9 ( 4 , P. 3 2 2 ) ;

PAR M. L. LONG.

a, 6, c, A, B, C sont six fonctions d'un même
paramètre t, dont les dérivées respectives sont a', //,
i\ A', B', C'. L'équation

a.r -»- 6^-h c = sin(\ar-+- By -r- G)

représente une famille de courbes (S).

i° Déterminer les points d'inflexion de la courbe
< So) ^w^ correspond à une valeur particulière £0 rfw
paramètre t. Quels sont les lieux des points d'in-
flexion des courbes (S) quant t varie?

Examiner le cas particulier où —7 = — = —.
A 15 C»

2° »SW£ I| Z'̂ /i des points d'inflexion et soit (F,)
le lieu de ce point I,. Sous quelle condition la
courbe (TK) appartiendra-t-elle à Venveloppe des
courbes (S), le point de contact entre Venveloppe
et cette partie de Venveloppe étant toujours un
point d'inflexion lt de l'enveloppe (S)?

3° Les points dyinflexion de (S) étant supposés
numérotés dans leur ordre de succession sur (S), mon-
trer qu'ils se répartissent en deux g troupes : le groupe
des points de numéros pairs et le groupe des points
de numéros impairs, qui jouissent chacun de la pro-



prié té suivante : si les lieux (F;) et (Fy) de deux
points d'inflexion d'un même groupe appartiennent
à Venveloppe, il en est de même de tous les points
d'inflexion du même groupe. Donner des expres-
sions générales, indépendantes de tout signe de qua-
drature, des six fonctions a, . . . , G, lorsque cette
circonstance se produit par un groupe.

4° Les conditions précédentes sont supposées rem-
plies : peut-on choisir convenablement les six f onc-
tions pour que le lieu de Vun (ou les lieux de plu-
sieurs) des points d'inflexion de Vautre groupe
appartienne (ou appartiennent) aussi à Venveloppe?

Plus particulièrement encore, est-il possible de
prendre pour les six fonctions a, b,c, A, B, C, des
expressions d'un paramètre t telles que tous les
lieux des points d'inflexion de deux groupes étant
supposés appartenir à l'enveloppe des courbes
correspondantes (S), celles-ci soient uniquement
constituées par ces différents lieux?

i° Soit

(1) ax -h by -+- c — sin (A a? -h By •+- G) = o

l'équation d'une courbe So. En appliquant la formule

( /x ) 2 /> - a / r / , f h H- (/r)Va-'= °

qui donne les points d'inflexion, on trouve

(2) (ah — 6A)2sin(Aa?-4-Bjr-+-C) = o.

Les points d'inflexion sont donc définis par les deux
équations

(3) { «* + *ƒ -+• c == o,
( A a? -+- B^ + G = kr» (k étant an entier).



De (3j on tire

i '»)

.r = •

Kb — Ba
t — Ac — ak'T.
kb—Ba

Quand / varie, le lieu des points d'inflexion des
courbes S est représenté paramétriquement par les
équations ( $).

SI —7 = —. =. —,, la première équation (3) peut être

remplacée par la suivante :

(3') A'XH- B'y-hC'z = o

el dans ce cas le lieu des points d'inflexion, défini
par (3') et la seconde équation (3), est l'en\eloppe
des droites

a° L'enveloppe des courbes S peut être définie par
les deux équations

!

ax -h by -h c = sin ( kx -+- By -+- C),

a '^ -H b'y -+- c' = ( A' -+- B'-H G') cos ( \ x H- BJK H- C),

entre lesquelles il suffirait d'éliminer £ pour avoir son
équation en coordonnées cartésiennes. Or les équa-
I ions (3) vérifient la première équation (5); la deuxième
équation (5) devient, en tenant compte dé la deuxième
équation (3) et de (4),

( 0 ) a' [— G b -+- B c -h bk^] -r- b' [ G a — A c — ak T.]

le signe -f- convenant pour les valeurs paires de A' cl
le signe — pour les valeurs impajres. Telle est la con-
dition cherchée.



3° Soient

(6') a[—Cb -H Bc-h 2£-/M J
-±-b[ Ca — Ac — vaizki] -f- c(\b — Ba)

et

(6") a[—-C6 -4- Bc -4- 26-A2J
+ 6[ Ga — Ac — 2a-kt] -i-c(A6 — Ba)

- B ' - C')

les équations (G) relatives à deux points d'inflexion
caractérisés par les coefficients pairs 2 ^ , 2 L . En
retranchant (()") de (6'), on a

2 7T (Ai — hi)(a
t b — a6') = o,

d'où

()

et, en intégrant, a = m i , m étant une constante.
Vjoutons membre à membre (6') et ((>'): nous obtenons
l'équation suivante, en tenant compte de (7) :

sous cette forme, il paraît difficile d'intégrer (8) eu
faisant disparaître tout signe de quadrature; mais on
peut trouver des expressions générales des six fonc-
tions a, . . . , G satisfaisant à (8).

De (7) on tire

a' _ Ba' _ b' __ Xb' __ Ab—Ba'
"a ~ ~Ba~ ~~ ~b ~~ T^ ~~ S.b — Ba'

on peut donc écrire (8) sous la forme suivante :

(8') c'—%— = A ' H - B ' — C ' .
a



( * > )

On voit que si l'on a

i %i) c = m^a (nii = const.)

ou peut intégrer (8'), et l'on a ainsi

< pi) c, = A -+- B -H G,

r, étant une constante d'intégration.
On peut obtenir deux autres expressions a1? 32 en

écrivant (8') sous la forme

c ' _ A ' - B ' — C ' = c - ;a

on a alors, en intégrant par partie,

c—A — B — C-hc2— f c dLoga = c Log a— /c'Loga

<c2 est une constante d'intégration).
Tout signe de quadrature disparaîtra si Ton prend

i = const.)

ou
a<-= M (où M = em>).

L'expression précédente devient alors

A -4- B - C r= niî(Lo%fi — i)-+-c-h

(8') peut encore s'écrire

On peut prendre alors

A'-h B'-f- C' = m$a' d'où A -+- B -f- C =

Texpression précédente donne ensuite, par inté-
gration,

c T

— = L o g a -f- C4.



( 3 o )

Soit

Ca — Ac — ar,{ik'-{- \)} -h c'(A6 — Ba)
—Ba)(A'-+- B'-t-C);

la condition pour que la courbe (F/t.), lieu du poinl
d'inflexion caractérisé par le coefficient impair 2 k' -+- 1 *
appartienne à l'enveloppe des courbes (S) .

En tenant compte de (7), la relation (9) peut
s'écrire

r(a'E — l/A)-h c'(Ab — Ba)=—.(\ù— ha) (A'-f- B'-f- G' )

c - -^ =

relation indépendante de A*!. Ce résultat montre que, ^i
I(\s siv fonctions sont telles que le lieu de l'un des points
d'inflexion du groupe des coefficients impairs appar-
tienne aussi à l'enveloppe (en même temps que les
lieux de tous les points d'inflexion de l'autre groupe),
il en est ainsi pour fous les points d'inflexion des deuv
groupes.

On tire de ((S') et de (8,) les deux relations équi\a-
Irnles

V' -B'- r -C=o, d'où A — B-*-C = const.

a'
a

Le* conditions demandées au paragraphe 4° sont donc

i y b' c'
\ = -7- = — ou a = ont = en,

oi . ( t b r

f A -h B -+- C = const.

Si les fonctions^, 6. c, A, B, C satisfont aux relu-



tions (io), les équations (5) qui définissent l'enveloppe
des courbes (S) deviennent

a' x -h b'y -f- G' = o,

Ax -f-BjK-+-C = Ait,

et ces équations sont identiques à celles qui définissent
les divers lieux des points d'inflexion des deux groupes.
Jl suffit donc que les conditions (10) soient satisfaites
pour que l'enveloppe des courbes (S) soit uniquement
constituée par les divers lieux des points d'inflexion
des deux groupes.


