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SUR UNE APPLICATION ELEMENTAIRE D'UNE METHODE
GENERALE DONNANT LES EQUATIONS DU MOUVEMENT

D'UN SYSTEME;
Par M. P. APPELL.

I. Pour Penseignement élémentaire de la dynamique,
il ne sera peut-étre pas sans intérét de faire connaitre
une méthode générale qui permet d’écrire les équations
du mouvement d’un point a l'aide de dérivations par-
tielles, et cela dans les hypothéses les plus générales. Le
point peut en effet étre libre, ou assujetti a glisser sans
frottement soit sur une courbe, soit sur une surface
- pouvant dépendre du temps; il peut étre soumis i des
liaisons qui s’expriment pardesrelations différentielles
non intégrables; le point peut étre rapporté a un systéme
quelconque de coordonnées dont la définition dépend
du temps; enfin les paramétres employés pour définir
le mouvement peuvent étre liés aux coordonnées carté-
siennes par des relations différentielles non inté-
grables (').

II. Rappelons d’abord quelques formules tout a fait
élémentaires de la Géoméirie analytique de I'espace,
en axes rectangulaires. -

1° Soient a, b, ¢ les coordonnées d’un point libre I’

el 2, B, v les coordonnées d’un point fixe I. Le carré

(') Voir Comptes rendus, t. 129, séance du 6 aout 1899, p. 317,
et P. ApPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. I1.
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de la distance des deux points
2R=rt=(a—a)+(0—fp+(c—7)

a évidemment pour-minimum zéro; les valeurs de a,
b, ¢ donnant leminimum sont fournies par les équations

oR oR R _,
Ga® %= oc

2° Supposons que le point P (a, b, ¢) ne soit plus
libre, mais assujetti & rester sur un plan donné

(1) Aa+Bb+ Cc+D =o.

La position du point P rendant la distance IIP, ou
son carré 2R, minimum, s’obtient évidemment en
abaissant du point II la perpendiculaire sur le plan.
Les coordonnées a, b, ¢ de cette position sont données
par I’équation (1) associée aux trois équations

(2) a—a=2»AA, b —B=AB, c—y=ArG,

ou A est un multiplicateur auxiliaire.
D’ailleurs, la valeurde A correspondant au minimum

est
o Aa+BB+ Cy+D
T A2 4+ B2 4- (2

On peut aussi écrire les équations (2)

JR
da

dR

55 =B, "~ =)C.

(2) =1A, L

3° Supposons enfin que le point P soit assujetti a

rester sur une droite définie par les deux équations

~
(%]
~

Aa+Bb+Cc+D=o
AMa+Bb+Cc+D =o

Alors le. minimum de la distance IIP ou de son carré
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2R est donné par les valeurs de a, b, ¢ correspondant aw
point ot le plan, mené par Il perpendiculairement & la
droite {3), rencontre cette droite. Les coordonnées a, b, ¢
de ce point sont définies par les équations (3) jointes
aux trois relations

a—a=NA + pA’,
b —B=%B+pB,
c—y=AC+pdC,

ot X et w désignent deux multiplicateurs auxiliaires.
On peut aussi écrire ces derniéres équations

JR . JR | ,
, 5 =XAA+pA, E_I\B—*—}J.B,
(3 IR

1. Ces formules étantrappelées, imaginons un point
matériel de masse m, de coordonnées z, y, 7, enmouve-
ment; distinguons les forces gur agissent sur lui en
forces directement appliquées dont la résultante a pour-
projections X, Y, Z, et en forces de liaison s'il y en a.
Appelons 2/, ¥/, 7', 2", ", 3" les dérivées premiéres eb
secondes de z,y, z parrapport au temps ¢. Considérons
enfin la quantité

X\2 Y\? Z\2
22 (2]
2 m m m,
dont la significalion géométrique est simple : si on
méne A partir de 'origine un vecteur J équipollent
\ RN F, . . .
3 'accélération et un vectenr ~ équipollent a la force

sorog mo
F divisée par la masse, R est, au facteur; prés, le

carré de}la distance des extrémités de ces deux vecteurs..
1° Alers, sile point est libre, s'il n'y a aucune haison,
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Uaccélération que prend le point & chaque instant
est celle qui rend R minimum, c’est-a-dire nul dans
le cas actuel, car on a,

- =
mlJ =F.

Les équations du mouvement sont donc, comme on
le vérifie immédiatement,

oR aR JdR
W:O,;;—,;: 0,(—,—3—,,:0,
2° Sile point n’est pas libre, §'il existe des liaisons

imposées au point, 'accélération que prend le point, a
un instant quelconque ¢, est, parmi toutes les accélc-
rations compatibles avec les liaisons, celle qui rend
R minimum. Cest ce que nous allons montrer, en pre-
nant successivement le cas d’un point assujelti a rester
sur une surface donnée ou sur une courbe donnée.

Point sur une surface. — Supposons que les coor-
données z, y, z soient liées par une relation donnée
(A) J(z,r,5.t)=0

pouvant contenir le temps. Géométriquement, cela
revient a dire que le point est assujetti & glisser sans
frottement suar la surlace (A) qui peut dépendre du
temps. En dérivant deux fois larelation (A) par rapport
at,ona

S 3y + /i3 —f1 =o,
(= Jed" VY S+ faa't 4 = o,

ol les termes non écrits ne renferment pas 2/, 3", 3'.
On peut dire que la liaison imposée au point établit a
chaque instant entre 2", y”, 5”larelation (X). Déslors,
cherchons les valeurs de z”, 3¥, 5" qui vérifient la rela-
lion linéaire (Z) et qui rendent R minimum. Nous
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aurons le probléme 2° du n° II, sauf le changement de’
a, b, c en x', ¥, 3',... Les valeurs cherchées de
z’, ", 5" sont données par

JR
] Se=May e
ou
mz"—X = \f}, my"— Y = \f,, ms"— 7 =2fc,

A désignant un coefficient arbitraire. Or, les équations
ainsi obtenues sont précisément les équations du mou-
vement, telles qu'on les écrirait en introduisant la
réaction normale de la surface (A), réaction qui a pour
projections Af1, Af/, nfl.

La valeur de A\ correspondant au minimum donne
cette réaction en fonction de z, y, z, 2/, y', 3" et t.

Point sur une courbe. = Si z, y, s vérifient deux
relations données

(C) f(xa.yy Z, t)=0a (p(z‘,y,z,t)
on obtient entre z’, ", 7" deux relations

(T) Ji&d [y +fid +fra't . =0
ort’ + 9Ly + ol +ohx't4+ .. =o.

Les valeurs de z’, y”, 3", rendant R minimum sous les

deux conditions linéaires (T'), sont alors données par
oR ,
;zj=)\f£+}*?x, ceey

ou

ma" —X=Afr+ pnor,

my" —Y =kf} + 19y,

m3 —Z=Af,+pos;

'

on obtient ainsi les équations classiques du mouve-
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ment, la réaction normale de' la courbe ayant pour
projections Af} 4+ uok, ....

Le principe est ainsi démontré. 11 va de soi que, dans
son énoncé, on peut remplacer R par toute autre
expression qui ne différe de R que par des termes indé-
pendants de z', ", 5', par exemple par

R=2 (2" 4y"2+ 2") — (Xa'+ Yy' + L3).
5 ¥y

“On a alors
I
=-m)t—FJcos
R 2m.l F. cos g,
-ou le premier terme est I'énergie d’accélération et le
second le prodait intérieur de la force F par I'accélé-
cation J.

1IV. Voici maintenant les conséquences pratiques
«qu’on peut tirer de ce principe, pour écrire les
-équations du mouvement.

Point libre. — Prenons un systéme quelconque de
coordonnées ¢y, g1, qs libes a z, y, z par des relations
<connues

z=g(q91, 91 95¢),
Y = hiqy, g2, 93,¢),
z = k(q1, g2, ¢3,t).

Pour trouver z, ¥, 5 en fonction de t, il suffit de
<onnaitre ¢,, g2, ¢a en fonction de ¢; or, on a

, O , 0w or |, ox

T T e B e I

o ox ,,+dx . or ,,+02.1: ‘0 itz
dq.q' 07’92 dqaqx dq}q‘ Foaet o7

avec des expressions analogues pour y” et 7",
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Formons alors la quantité
1 I ” N N
S= ;m.l2= ;m(z 24y 3"2)

enyremplacant 2", y”, 3’ par leurs valeurs; nousaurons
pour S une fonction du second degré de g¢,, q;, ¢..
Formons d’autre part la quantité

PN
FJ cos FJ = Xz"+ Yy"+ Z3",

nous trouverons une expression linéaire en ¢j, ¢;, ¢.,

de la forme
qul;’-*‘QgQg-l—Qqu—l— .e

ou Qy, Qq, Q, ont les valeurs classiques

or /] 0z
Q,=Xo—q‘ +YF;T+ZS§T""’

de telle facon que Q, 3¢, soit le travail de la force I
correspondant au déplacement fictif 8z, 3y, 8z obtenu
en laissant ¢,, ¢, t constants et faisant varier ¢, de 8¢,.

Les équations du mouvement s’obtiendront en
cherchant les valeurs de ¢, ¢;, ¢; qui caractérisent
’accélération, de facon que

R=5—(Qi¢]+ Qeq’+ Qsq3) +...

soit minimum. On devra donc écrire

OR _  oR _ R __
dgi 7 99y T ugz
ou
oS dS 9S
(4) m*—Qi-—O» @—Qz—-‘), m—Qa—O,

Point sur une surface. — Supposons que x,y, 3
soient liés par une relation donnée

(A) Sf(@yy, 5,8) =o.
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On pourra toujours exprimer les coordonnées z, y, 3
vérifiant cette équation en fonction de deux coor-
données ¢, et g, par des formules

m=g(quq21t)’ }’=IL(91|72JJ: z=,f(quth)y

de telle facon que l'élimination de ¢, et ¢, conduit a
I'équation (A). Les composantes de 'accélération du
point sont alors données par

z" = (L‘E—z]'{«)—ﬂ qs+ dix-q’“-'+...+ &.

dg. 1?7 oq3 ! ot
Elles dépendent de ¢) et ¢4 : en donnant a ¢y, ¢; toules
les valeurs possibles, on aurait toutes les accélérations
z', y", " compatibles avec la condition (A). Dans ce
cas, I'énergie d’accélération

S = lz m(x"t+ y"t+ 3"
devient une fonction du second degré de ¢i, ¢,; puis
X2z"+ Yy"+ 713" devient une fonction linéaire
Qg+ Qaqs +...

de ¢}, g.. Les équations du mouvement s’obtiennent en
cherchant les valeurs de ¢; et ¢, qui rendent R
minimum : elles sont

oR _ R _
A P
ou
) 9S
(5) 'u—q,;‘"—Ql=°: m—Qz—O-
ExemeLe. — Un plan parfaitement poli passe

par un aze horizontal fire Oz, autour duquel il
tourne avec une vitesse angulaire constante w :
trouver le mouvement d'un point pesant assujetti
a glisser sans frottement sur ce plan.
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Soient Oy et Oz deux autres axes perpendiculaires
a Oz, Oy horizontal, Oz vertical ascendant. Le plan
mobile a pour équation.

ysinwt—zcoswt=o0

On peut, dans le plan, définir la position d’un point
par deux paramétres ¢, et ¢, en posant

r=gq, ¥y=gqgycosut, z= qysinwt,

ou ¢, est le rayon vecteur de la projection du mobile
sur le plan y Oz. Calculant 2, ¥”, 2", on voit que

m m '
S=;(.z"”—&-—y"’—~b—:."2 = ;—[q’§2+qf_’.’—9.m2q, g+,

les termes non écrits ne contenant ni ¢; ni ¢,. D’autre
part, la seule force donnée étant le poids, on a

=o, Y=o, Z=—mg,
d’ou 'on déduit
ox ay - 03
=X—+Y X +7Z— =o0,
QU 991 991 991
Q=X ox +Y-9—y—+Z 9z =—mgsinwt

dg: dg:  ogy
Les équations du mouvement (5) sont alors
gi=o, g:— wig; =— gsinwt,
d’ou en intégrant
QL= = To+ Tyt,

. ewt . -0t cht.._.e—mt g . ¢
gq2=To > -+ > +——2w’smw

ou ..
ro= Cw- £,
20
Z, et ry désignant les valeurs initiales (¢=0) de ¢, et ¢,
z, et ry les valeurs initiales de leurs dérivées.
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Point sur une courbe. — Dans ce cas, on peut faire
choix d’un paramétre ¢ sur la courbe- et exprimer les
coordonnées d’un point de la courbe en posant

r=g(g,t), y==higt), s=kigt),
d’ou
otz . d’x

agz I dth 7+

ety 2t
et pour »”, z” desexpressions analogucs.

Pour déterminer les composantes z’, y’, 7', de
P’accélération compatibles avec la laison, il suffit de
connaitre ¢". Portant dans S, on voit qne Sdevient une
fonction du second degré de ¢’. Puis, portant ces

Py
valeurs dans FJ cos FJ, on voit que
X'+ Yy'+23'=Qq"+...,

0y 03
Q_X—q—s—\ q+zg-,

de telle lacon que Q &g soit le travail élémentaire de F
pour un déplacement fictif oz, 8y, 6z obtenu en laissant ¢

constant et faisant croitre ¢ de 6¢. L’équation unique
du mouvement est alors

. 0S8
(6) o= Q
ExemrLe. — Régulateur a force centrifuge. —

Une circonférence de rayon a tourne avec une
vitesse angulaire constante w autour d’un diamétre
vertical fizre Oz; mouvement d’un point pesant
glissant sané frottement sur la circonférence.

Soient O le centre de la circonférence, Oz la verticale
descendante, Oz et Oy deux axes horizontaux rectan-
gulaires. Prenons comme paramétre g l'angle du
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rayon OM, allant au point mobile M, avec Oz. On a
z ='asin gcoswt,’ y=asingsinwt, Z=acosq
d’on, en dérivant deux fois,

2
S= %(z”’ + Yt +3"2) = -’-"—:1- [¢"2— 2wising cosgq ¢"] +...,

les termesnon calculés ne contenant pas ¢,. D’autre part,

Q=X%+Y%+Z$=—nzgasinq.

L’équation du mouvement est donc

q"'— w?sin g cos g =—‘—Z—sin q,
facile aintégrer par quadratures. Les positions d’équi-
libre relatif sont données par les valeurs de ¢ pour
lesquelles ¢" = o.

V. La forme des équations indiquées ci-dessus s'ap-
plique également quand ¢, ¢.,... ne sont plus de
véritables coordonnées, mais sont liés & z, y, 5 par
des relations différéntielles du premier’ ordre non
intégrables, ou encore quand le point z, y, z est
assujetti 2 des liaisons non exprimables en termes finis.
C’est ce que je pense exposer dans un autre article.



