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[M'1f] . -
THEOREMES GENERAUX
SUR DES SYSTEMES DE COURBES ET DE POINTS ;

Par M. Martaiev WEILL.

I. Considérons un faisceau linéaire de courbes repré-

senté par I'équation
S + X = o,

el prenons trois de ces courbes.
Dans I’équation

o 2 (S +AZ) 4+ 2 (S - A'E) 4+ X3(S+2"2) =o,

on peut disposer de iy. ky, Ay de maniére que cette
cquation soit une identité ; 1l faut pour cela que l'on
ait

M 4+le 4+ =o,

Ik 4+ 2N+ k)l =o,

ce qui est toujours possible. Adoptons pour Ay, kg, Ay
un des systémes de valeurs qui satisfont & ces deux
relations; pour ce systéme, l'équation (1) représente
une courbe passant par un point quelconque du plan;
st nous considérons trois points quelconques, de coor-
données z,y,, Z3y2, £33, on aura donc

l[st"—)\gl] +)\2[Si+)\'21] +)\3[51+)\”2|J =0,

1[52—*—)\23] +}\2I’Sg+)\’22] +)\3[Sg+ )\”22] = o,
MIS 28] = o.

I3
I3

Il en résulte que le déterminant formé avec les
quantités S,+ AZ,, S,+ '3, ..., Sg+ AZ,, ... estnul,
et I'on a le théoréme suivant :
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Tutoreme. — Le déterminant formé avec les puis-
sances de trois points quelconques du plan, par
rapporta trois courbes faisant partie d'un faiscean
linéaire, est nul.

Le théoréme, trés général. s'apphique, en particulier,
& trois coniques passant par quatre points, a trois
cercles ayant méme axe radical, etc.

Considérons, de méme, quatre courbes (aisant partie
d'un méme réseau linéaire et quatre points du plan,
nous arriverons, par le méme raisonnement que plus
haut, au résultat suivant : le déterminant formé par les
puissances de quatre points du plan, par rapport a
quatre courbes faisant partie d’un réseau linéaire, el
nul. De méme si l'on considére quatre courbes ayant

pouar équations :
A S+AZ4+T=o,

)\’zs—*l—)\,z—f—T:O,
A28 ... =o,

AES - . =o0

(S=o. ¥=o0, T=o0 étant les équations de trois
courbes quelconques), le déterminant formé par les
puissances de quatre points quelconques du plan, par
rapport a ces quatre courbes, est nul.

On peut, évidemment, généraliser, et I'on aura, par
exemple, les théorémes suivants :

Tutorime L. — Le déterminant formé par les puis
sances de sept points du plan, par rapport a sept
coniques quelconques, est nul.

Tretoreve ll. — Le déterminant forme par les
puissances de cing points du plan, par rapport a
cing cercles quelconques, est nul.
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Les cas particuliers sont en nombre, pour ainsi dire,
limité.

On a, par exemple, les théorémes suivants :

Le déterminant formeé par les puissances de
quatre potnts, par rapport a quatre cercles qui ont
un poitnt commun, est nul.

Le déterminant formé par les puissances de
quatre points, par rapport aux couples des cotes
d'un triangle pris deux a deux et au cercle cir-
conscrit @ ce triangle, est nul.

Parmi ces uatre points, supposons que trois soient
«ur le cercle circonscrit; soient A =0, B=0,C=0
les équations des trois cotés du triangle; le résultat
«era le suivant :

AlBl r\[C‘ 31C1
\1 Bz Az C; Bng = 0,
AsB; A,C, B,C,

\\B, désignant le produit des distances du point de
coordonnées x, y, aux deux droites A = o0, B=o, el
ainsi de suite. Le résultat se déduit, d’ailleurs, facile-
ment, de 'équation du cercle circonscrit en coordon-
nées trilinéaires.

Nous allons particulariser encore et appliquer les
risonnements précédents aux relations entre les dis-
tances de n points du plan.

II. Soient S=o0, X=o0, T=0 les équations de
trois cercles, en coordonnées rectangulaires; nous
supposerons que le coefficient de (z?+ y?) soit
I'unité, dans chacune de ces équations. L'équation

)\,S+7\,E+)\3T+)\;=o
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représente un cercle quelconque; écrivons qu'il passe
par trois points donnés, et qu’il se réduit a une droite,

nous aurons
1S 4+ 292+ AT+ 2y = o,

T IS S P = o,
)\183—}—.... ............ =0,
i 4+ ke Az.... ..=o0.

Donc, les puissances de trois points en ligne
droite, par rapport a trois cercles, sont liées par 1'équa-
tion

Sl Zl Tl {
Sy =, Ty 1
= 0.
S; 23 T3 1
I 1 I o

1° Si les trois cercles se réduisent 4 des points con-
fondus avec les trois points donnés, on aura, en dési-

gnant par 12 le carré de la distance des points (1)
et (2),

—2

—2
o 12 13

—2 —2
21 o 23 1
=o0
:.—2 —2
31 32 o 1
1 1 1 o
ou . .
at+ b+ cv—2a?b?— 2alct— 2b2c? =0
ou

(a+b+c)y(a+b—c)(a+c—b)(a—b—c)=o,

a, b, ¢ désignant les longueurs des cotés du triangle
formé par les trois points, triangle réduit ici & une
droite.

2° Si les trois cercles se réduisent a des points et que
deux de ces cercles-points se confondent avec deux de»
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points donnés A, B, nous aurons

—2 —2
o 12 D1 1
2 —
91 o D2 1
=0
—2 —2 ——2
31 32 D3
1 I 1 [¢)

ou

DA .BC + DB .CA —DC .AB 4+ AB.BC.CA =o,

ce qui est le théoréme de Stewart.
3* Exprimons que le cercle qui a pour équation

)\1S+)\22+)\3T+)\4=0

passe par quatre points, nous aurons

Sl El T1 I
Sz }:«2 T:) 1

= 0.
S; Xy T3 1

i

o E; T; 1

relation entre les puissances de quatre points d’un
cercle par rapport & trois autres cercles.

Supposons que les trois cercles S, S, T se réduisent
A trois points, confondus avec trois des quatre points
donnés, nous aurons

—2 —2
o 12 13 1
—2 —2
21 o 23 1
= (),
—2 —2
31 32 o o
—2 —2 —2

dv 42 43
Ol

CaU P14 ¢ a") 4 BB+ a't— b'?)

+ c?c'?(a't+ bt — ¢'?)—2a'2b'2c' =0,
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relation entre les carrés des distances mutuelles de
quatre points d’une circonférence.
On obtiendra, évidemment, d’autres relations ana-
logues en faisant les substitutions

a b ¢ a b ¢ a b ¢ a b ¢

Ll

b ¢ « b ¢ a ¢ a b ¢ a bl
et ainsi de suite.

Deux d’entre elles suffiront & les délterminer toutes.
car il y a quatre arbitraires parmi les six distances.

4" L'équation %, S + 2, T + 2, U + 1,V =0 repré-
sente un cercle quelconque; écrivons qu’il passe par
guatre points donnés, nous aurons

Sl Tl Ul ‘yl

S, T, U, V,

Se Ty oo .|

S,

ce (ui exprime que le déterminant formé par les puis-
sances de quatre points d’un cercle, par rapport 4 quatre
autres cercles du plan, est nul.

Si les quatre cercles sont des cercles-points, con-
fondus avec les quatre points donnés, on aura

—2 —2 —2
o 12 13 14

— 9 - —2
21 o 23 24
=0
—_— —9 —2
31 32 o 34
-—_2 —2 —2
R B o
ou
arta’t+ b0+ et 't — 2a2a'tb2b'? . .= o,

en désignant par a, ¢, b, b'; ... les distances mu-
tuelles des quatre points; cetle égalité peut s’écrire
(aa’'+ bb'+ cc') (aa’'+ bb'— cc')
“+(aa'— bb' + cc') (aa’'— cc'— bb') = o.
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En égalant & zéro 'un quelconque de ces facteurs, on a
le théoréme de Ptolémée sur le quadrilatére inscrit.

III. L’équation
)\IS +)\»_;T +)\3U +)\5V+)\5= o

représente un cercle quelconque. Nous pouvons dis-
puser des A de facon que ce soit une identité; on aura,
en particulier, .
)\|+)\2+ A+ A= o.

D'autre part, en adoptant les valeurs de A qui font de
I'équation une identité, nous pourrons faire passer ce
ercle par quatre points quelconques du plan; nous
surons donc la relation

S, T, U, Vy 1
S, T, U, V, 1
o) I T |
S,

4

il
°

1 1 I 1 0

eutre les puissances de quatre points quelconques du
plan par rapport 4 quatre cercles quelconques.

Si les quatre cercles se réduisent & des points con-
fondus avec les quitre points donnés, on aura

—2 —2 —2
o 12 13 14 1

—2 —2 —2
21 o 23 24 1
—2 —2 —2 =o0
31 32 o 34 1 ’
—2 —2 —2
41 42 43 o 1

I 1 I I o

relation entre les distances mutuelles de quatre points
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quelconques du plan, ou

Sata?(bt+ c*— at+ b2+ c't—a'?)

—arbrc’t —atcrb'r— b2ctat—a'tbic = o,

en appelant a, b, ¢ les distances d’un des points aux
trois autres, et «'. &', ¢’ les autres distances corres-
pondantes.

Si V désigne le volume du tétraédre dont les aréte,
ont pour longueur «, b, ¢, «', b', ¢’, le premier membre
de la relation est égal & 144.V2; il admet les substitu-
tions

a b ¢ d b ¢ « b ¢ a b ¢

' k]
« bV ¢ a b ¢ a b ¢ a b ¢

a b ¢ a b

s ... (en tout 24),

’

a b ¢ a b e

ce qui se vérific immédiatement.
L.e premier membre peut aussi s’écrire

F={atbic?—2a?(bt+ c?— a'2)?

+ (D24 ct—a'?) (et +ar— b'?) (ar+ br— c'?).

En particulier, st les points A, B, C sont en ligne
droite, on a
U'=a~+c,
et 'on trouve que — F est le carré du polynome
b2(a'+ ')+ a'c'(a' +c')—ara — c2c,

on retrouve ainsi-la relation de Stewart.

Si, dans la relation (1), on suppose que le cercle S
passe par les pownts 1, 2, 3, le cercle T par les
points 2, 3, 4 et ainsi de suite, on arrive au résultat
sutvant :

1 i I 1

0TV,

= 0,
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'est-d-dire que, si 'on considére quatre points quel-
conques, la somme des inverses des puissances de cha-
cun d'eux, par rapport au cercle qui passe par les trois
autres, est nulle.

IV. Considérons trois cercles représentés par S = o,
T = v, U=0; soit C = o I'équation du cercle ortho-
sonal aux trois cercles; 'équation

)nxs—i—)\zT-‘F)\gU =0

représente un cercle orthogonal au cercle G. Expri-
mons qu'il passe par trois points donnés, nous aurons

S, T, U,
S, T, Up|=o.
S:! TIS U3

Donc, si quatre cercles sont orthogonaux & un méme
cercle, le déterminant formé par les puissances de trois
points d'un des cercles, par rapport aux trois autres
cercles, est nul.

En particulier si les cercles S, T, U sont des cercles-
points, C est le cercle circonscrit au triangle formé
par ces trois points, et Pon a le résultat suivant : si
deux cercles sont orthogonaux, et si l'on prend trois
points sur l'un et trois points sur 'autre, le détermi-
nant formé avec les carrés des distances des Lrois pre-
miers points aux trois autres est nul.

Si les trois points du premier groupe sont en ligne
droite, on a

A +Ae+Az=o0;

les trois points A, B, C sont sur une droite orthogo-
nale au cercle circonscrit au triangle DEF formé par
les trois autres points; c’est donc une droite passant
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par le centre O de ce cercle; on a les quatre équa-
tions
—2 —_2 —2
M. AD 4+ MAE + AAF =o,

_—2
)q.BD R = o,
—_—2
M.CD 4. =o,
)\1 “+ Ay +)\4 = 0.

En prenant les deux premiéres et la quatriéme, on a
la relation

I

2 —2

AF

=

—_—2
AD A
BD BE BF |=°
1 i 1

ou

£AD (BE —BF ) =o,

relation remarquable entre les distances de deux points,
pris sur un diameétre du cercle circonscritd un triangle,
aux sommets de ce triangle.

Réduisons quatre cercles du plan & leurs centres de
coordonnées ,y, Z2¥2, .... L’équation

M(z =22+ (¥ — 71 )?)
+haf(z =2+ (y —ya)t] +...+N=0

représente un cercle quelconque; exprimons que
I'équation est une identité, nous aurons

)\‘ -+ )\2 +)\3+ )\5 =0,
)\13’1‘*‘ )\g.l’g—i— ........ = o,
(1)

)\‘)’|+ ............... =0,
XI(T¥+}’?)+-..+)\;= 0.

Ce systeme admet toujours des solutions pour les i.
Adoptons une des solutions, et écrivons que le cercle
passe parles points x, y, ... et aussi par un cinquiéme
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point du plan, nous aurons

—2 —2 —
A2-12 4+ A3.13 4N 14 4 As=o0,
—2 —2 —
A2t +23.23 4+ K,.24 4+ A;=o.
( e e
-2 -2
)\1.5l +)\~_).5‘l +......+)\5=0.
Les équations des deux groupes (1) et (2) sont toutes

\érifiées par des valeurs X, donc tous les déterminants
du cinquiéme ordre sont nuls. En particulier, on a

—2 —2 —2

o 12 13 14 1
—2 —2 —2
21 o 23 24 1
.y _
31 . oo e . =0,

2

41 . cee
—2 —2 T2 —2

51 32 33 34 1

ce qui est une relation entre les carrés des distances
mutuelles de cinq points du plan, relation qui admet
120 substitutions. On a aussi

I 1 I 1

xry Ty Ty Ty

E! ~*§2 —2
o 1 14 I l=o,
—2 -2 —2
21 o 23 24 I
—2 —2 —2
31 32 o 34 I

ce qui est une relation entre les carrés des distances
mutuelles de quatre points, et les distances de ces
points 4 une droite du plan.

On peut, d’'une maniére analogue, considérer 'équa-
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tion
Mz —z )2+ (y —x1)%]
B et e e

+ N[z — 2+ (y —¥s5)2] =0,

on aura des résultats semblables aux précédents.

V. Toutes les considérations précédentes s'appli-
(uent 4 un systéme de sphéres, et I'on peut, immédia
tement, énoncer les résultats suivants :

1° Le déterminant formé par les puissances de trois
points quelconques, par rapport & trois sphéres ayant
méme plan radical, est nul.

2° Le déterminant formé par les puissances de quatre
points quelconques, par rapport i quatre sphéres ayant
deux points communs, est nul.

3¢ Le déterminant formé par les puissances de cinq
points quelconques, par rapport i cing sphéres ortho-
gonales & une méme spheére ou ayant un point commun,
est nul.

4° Le déterminant formé par les puissances de six
points quelconques, par rapport & six sphéres quel-
conques, est nul.

3" Si I'on considére six points de 'espace, numé-
rotés 1, 2, 3, 4. 3, 6, ona

-2 TT2 —2 —2 -2
o 12 13 14 15 16

—2
21 o 23 e ... 26

31 32 0O ... .. ..

—2

- Py v
61 6> 63 64 65 o

6° La relation entre les carrés des distances mu-
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tuelles de cinq points quelconques de I'espace est

-2 --2 — 2 2

o 12 13 1} 1 1

s _

21 o 23 i

—2 —2

31 3> 0 . 1

=0,

—2

41 .. .. I
2

31 . 1
1 1 1 1 I o

=" St l'on considére cing points de l'espace, la
somme des inverses des puissances de chacun par
rapport a la sphére qui passe par les quatre autres est
nulle.

V1. Considérons un triangle de cotés «, b, ¢, et
solent z, ¥, 3 les distances d'un point du plan aux
symmets du triangle. Nous avons trouvé entre ces six
quantités la relation

() Sr2a(yr+ 32— 22+ b2+ c?— a?)

— 22— 2252 — y2z%a? — a’brct = o.

Les carrés des distances de certains points remar-
‘fuables du plan du triangle aux sommets sontdes fonc-
tions rationnelles de a, b, ¢; ceci a lieu, en particulier,
pour 'orthocentre, le point de concours des médianes,
des hisseclrices, etc.

On peut se proposer de trouver tous les points du
plan pour lesquels les quantités z2, y2. 52 sont fonc-
tions rationnelles de a2, b2, c2. Désignons a2, b2, c?
par o, B, et 22, y2, 22 par u, ¢, w; soient u,, ¢y, &,
des valeurs de u, ¢, w répondant & la question. par
exemple, les carrés des distances du point de con-
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cours des médianes aux sommets du triangle; posons

W= uy+ A9,
(2) ¢ = t’1+)\'a,

w=wy+7 0

et substituons dans la relation (1); nous aurons une
équation du second degré en §, qui admettra la solu-
tion 8 = o; il restera donc une relation du premier
degré en 8, d’olt nous tirerons ¢ en fonction rationnelle
de wyy oy a0, G NN o, By v

Nous en déduirons ensuite les valeurs de u, ¢, w
par les équations (2) et nous aurons la solution com-
pléte du probléme. En donnant, dans les relations trou-
vées, des valeurs arbitrairesa %, X', ", on aura tous les
systémes de valeurs de z2, y?, z%; deux valeurs seule-
ment, par exemple z* et 2, suffiront pour déterminer

le point correspondant & un systéme de valeurs de %.
PR

VIIL. Une relation entre les distances de cinq points
d’une sphére est, comme il est facile de le voir & 1'aide
des méthodes précédentes :

—2 —2 —2
21 o 23 2} 1
—2 —2

) 31 39 o ... 1 [|=0
—2
41

—2 —2

51 —5;2 53 5_42 1

ou, en désignant les distances 51, 52, 53, 54 par z. ).
. t, les autres distances par a, b, ¢, a’, ', ¢/,

(1) Axt4-pyt+vat+ o2+ h=o.
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l.e coefficient A n’est autre que

ara't (bt +c't— a'?) + b1b'2(cr+ a't— b'?)

+ctc2(a'?+ bt — ') —2a’2b'2c"?,

(‘est-a-dire que A =0 est la relation que nous avons
trouvée entre les distances mutuelles de quatre points
d'un cercle. u, v, p ne sont autres que les valeurs que
prend A par des substitutions évidentes; quant & A&, il
est égal a
(aa'+ bb' + cc')(aa + bb' — cc')
X (aa'+ cc'— bb')(aa'— cc'— bb').

Le déterminant du cinquie¢me ordre est donc facile
a développer; si nous appelons D le diameétre de la
sphére, la relation est vérifiée si I'on y remplace z2,
yiosroer par D2 — 22, D2 — y2, ... on a donc
(h+p+v—+p)D2+2h =o0;

ceite méthode fournit donc, trés simplement, 'expres-
ston du rayon de la sphére circonscrite & un tétraédre
dont on connait les six arétes.

Nous avons établi une relation entre les distances de
quatre points quelconques du plan; d’autre part, nous
avons établi une relation entre les distances de quatre
points d’une circon{érence; soient a, b, ¢ les trois
cotés d’un triangle, x, ¥, 5 les distances d’un point A,
du cercle circonscrit, aux trois sommets A, B, C; une
combinaison facile des deux relations dont nous venons
de parler donne la relation remarquable

Sz2y?(a?+ b2—c?) — Zatal+ arbict=o.
VIII. Nous avons trouvé, entre les distances mu-
tuelles de quatre points du plan, la relation

() Sa*a'?(b?+ct—at+ b2+ 't — a'?)
— Ta?b'2c?— atbict=o0.
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a'. b, ¢’ étant les distances de P'un des points D auy
trois autres A, B, C.

St le point D décrit une courbe f(«'d'c’) = o, I'éli-
mination de ¢’ entre I'équation f'= o et la relation (1)
donne, entre ' et &', une relation qui représente une
courbe formée de la premiére courbe et d'une autre;
on a ainsi, d'une maniére générale, une équation repre-
sentanl une courbe (uise décompose; on peut déduire
de liv un grand nombre de théorémes nouveaux.

Nous étudierons des cas particuliers trés simples,
en prenant pour triangle ABC un triangle équilatéral.

Définissons le lieu d'un point M par I'équation

'+ 't = a?,

qui représente le cercle décrit sur AG comme dia-
metre; d'on
= a’—a'?;

remplacons ¢'? par cette valeur dans la relation (1), 1l
vient une relation entre a'? et 02, le lien des points
qui satisfont & cette relation est une courbe du qua-
trieme degré en x, )'; en prenant deux axes rectangu-
laires se croisant au centre du triangle, Ox étant paral
lele & BC. I'équation est

-=36(r?+ )2+ 21at( X2+ yi) +... =0,
(ut se décompose en
6y +6x2—ayy3 —3ar—ar=o,

qui représente le cercle décrit sur AG comme diamétre
et en un second cercle qui est symétrique du premier
par rapport & AB; ces deux cercles forment le lieu des
points M pour lesquels il y a, entre les distances MA.
MB, la relation dont nous avons parlé.
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La relation (1), pour le triangle équilatéral, devient

P

—2 ——3 ——2 —— ——2 —
0 at(MA -+MB +MC') —a*-+IMA .MB —SMA =o.
Soit un point M pour lequel on a
—_—2 —2 —
MA +—~MB =2MC .
l.¢ licu de ce point est une droite qui a pour équation

1) y+x\/§=o.

—

Remplacons dans la relation (1), MA MB’ par 2W12,

il vient
03) a?.3MC — a*
—2 ——2 ——2 —  ——2 ——2
—MA —MB —MC 4+-2MC +MA MB =o,
—_2 ——2 2
relation entre les trois distances MA , MB , MC |, ou
3y3+(ayr+3ay1) V3 +.. =o,
qui se décompose en la droite Ly—}—x‘/g:o el un
cerele tmaginaire. Ainsi, le lien des points M qui
stisfont & la relation (3) est formé d’une droite et d'un
terele tmaginaire.
Soit la méme relation
—_—2 —_—2 —2
MA + MB =aMC ,
la relation (1) pourra s'écrire
—s ——2 ——2
a(MA" + MB" +MC)
_ _—2 ——2 —_ —4
—a*+ MC +MA .MB — MA — MB =o,

le lieu des points qui satisfout a cette nouselle relation
sera formé de la droite précédente

y+xy3=o0
dnn. de Mathemat., 4 serie, t XVIIL (Aviil 1918.) 11
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et, cette fois, d'un cercle-point, qui n'est autre que le
sommet G du triangle équilatéral, résultat facile i
vérifier.

Soit, enfin, la relation

——2 | ——2

MB + MC = K3?;

on trouve que le lieu des points qui satisfont a la rela-
tion, tirée de la relation (1).

a? (mz +K*)—a'*-+— KI.mz——K‘——m‘—i—fi—l\T-B—z.M—Cz = 0.

est formé de deux cercles, savoir celui qui a pour
dquation

—  ——2 .

MB + MC = K2

ou

et un second cercle, qui a pour équation

a\?
x? + +—) +K2—a?=o.
(r+37)

La méthode que nous venons d’employer et qui peut
fournir un trés grand nombre de théorémes nouveauy
consiste, non pas a ¢éliminer une des quantités a'.
b', ¢' entre la relation fondamentale et une équa-
tion f(a'b’'c¢’) =o, qui définit une courbe, mais a
combiner, de diverses maniéres, la relation fondamen-
tale et I'équation f=o.



