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SUR LES PARABOLES QUI PASSENT PAR LES PIEDS
DES NORMALES ISSUES D'UN POINT DONNE A
UNE ELLIPSE (*);

Par E.-N. BARISIEN.

1. Soient Pellipse d’équation
btz + aty?— atbt=o0
et (a, ) le point d’émission des normales. Les quatre

pieds de ces normales sont 4 I'intersection de 1'ellipse
et de I'hyperbole équilatére

ctzy + b2Br —atay =0  (c*= al— b?),
dite d’Apollonius.

L’équation d’une conique quelconque passant par
ces quatre pieds peut donc s’écrire

(1) M(b2x*+aty?— atb?) + clzy + b2Bxr — atay =o.

2. Les équations du centre de cette conique sont

2Ab2x +cty + b =o,

20aly + ¢tz —ata =o.

Si (a, B) reste fixe, le lieu de ce centre est donné
par I’équation
btr  cry+ b3
a’y ¢tz —ata

() Cet article est sans doute le dernier travail de notre regretté
collaborateur. Il nous I’avait envoyé peu de temps avant sa mort
et il n’a pu en revoir les épreuves.
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ou
(2) c(bra?— aty?) = arb2(ax + Py).

C’est donc une hyperbole dont les asymptotes sont
paralléles aux diagonales du rectangle des axes de
I'ellipse donnée.
Les équations de ces asymptotes sont
ab(aa=xb68)
bxr = = — 7,
z =+ ay —
3. Nous allons étudier, parmi les coniques (1), les
deux paraboles passant par les pieds des normales, que
on pourrait nomner, par extension araboles
I p t ) , parabol
d’Apollonius.
La conique (1) sera une parabole si
ct— jA2a?b?=o.
D’ou les deux valeurs de A
c?

A==t —.
2a

On a ainsi les équations des deux paraboles w et =, :

(3) cr(bx +ay)r+ 2ab(b2Br — atay)—a?bict=o0 (m),
(4) c(bx —ay)t—2ab(b2Bxr — aay) —a?bict=o0 (m).

4. L’équation (3) peut se meltre sous la forme

(5) (bx +~ay — k)t—aw(ax — by — I)=o.
La droite
(6) bx +ay —k=o0

est 'équation de 'axe de =, et
(7) ar—by —l=o

I'équation de la tangente au sommet de =.
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2w est le parameétre de =, multiplié par \/a2 + b2,
En identifiant les équations (3) et (5), on a les rela-
tions '

3
bk + aw =— abaﬁ’

c

3b
ak———bm: ac21,
k24wl =— a?b?,

Les deux premiéres donnent £ et w, la troisiéme donne
ensuite [. On obtient ainsi :
ab(ada — b3B) _ a*b*(aa+ bP)
at— b ’ w=— at— b ’
_ (@Pa—b3B)14(at— b2
T (at—b%) (ax+ bB)

k=

Les équations (6) et (7) deviennent donc, pour ’axe
de m,
ab(ada — b3
(8) bz +ay = (—a“—QI;‘_p),
et pour la tangente au sommet de =,

(ada — b3B)? 4 (a* — b*)?
(a*—b%) (aa+8B)

(9) az —by =

La résolution des équations (8) et (9) donnent les
coordonnées du sommet de x.

A remarquer que les axes de © et =, ont des direc-
tions fixes, quel que soit le point (a, §); ces directions
sont les diagonales du rectangle des axes de I'ellipse
donnée.

On trouve de méme, pour les équations de l'axe et
de la tangente au sommet de la parabole x,,
ab(ada + b3f3)

T et =
(ada + 3B+ (ab— bb)t.
(a*— &) (az—b8)

(10) br —ay =

(t1) azr + by =
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5. En résolvant (8) et (10) on a, pour les coordon-
nées du point de rencontre des axes de = et «,,

asba ab’

(12) ey TAR G Ry ¥

d’ou 1l résulte

8%
I

R I™

I

6. En appelant (§, #) le foyer de la parabole =, et
(13) ar— by —h=o0
I'équation de la directrice, 'équation (3) peut s’écrire

(ax — by — h)?
— e

(14) (2—E2+(y—n)= Py

ou

(bx + ay)— 2z [t (a+ b2) — ah]
—2y[n(a2+ b2) + bh] + (£2+ ) (a?+ b?) = ht = o.

En identifiant cette équation avec (3), on a

(15) bar+ b9 —ah = — 258,
(16) n(ar+ b2)+ bh = £22,
(17) (B2 m2) (a2 b?) — k3= — a?b?.
(15) et (16) s’écrivent
ab3p
f(a?+b%) = ah— pramid
adba

n(a*+ b2) = — bh +

Elevons au carré et ajoutons ces deux équations, il
vient

(82+m) (a2+ b2)2

= (at+ bty 2 +a’b2(a‘a’+b‘(32) __2a2b*h(aa+bf)

ct c?
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ou
(@t bt) | (8 + %) (@t + b%) — 2]
- arb?(ata?+b32) 2a“b2h(aa+b{3).
ct c?

En tenant compte de (17), cette équation devient

ata?+ b4 B2 sh(aa + bf)
- ’

_(a2+b2)= o pr

d’ou
_atar - bR (a4 b2)t
- 2ct(aa—+ bP) ‘

(18) h

En portant cette valeur de A dans (15) et (16), on
obtient les coordonnées §, n du foyer de = :

_a ata?+ b B2+ (a?~+ b2)ct

(19) E_a4—b‘[ 2(aa+ bf) ——b3f3],
_ b akba?+ b4 PB4 (a?+ b2)ch

(20) n—ab_bu[- 2(ax+ bp) +a3a]-

L’équation (13) de la directrice est

ata?+ b* B2+ (a?+ b2)ct
2¢2(aa+ bP) ’

(21) ar — by =

En résolvant (8) et (9), on aurait les coordonnées
du pied de la directrice.

On trouve de méme, pour les coordonnées du
foyer (&, m,) de la parabole =,

a a‘a? 4+ b* 2+(a2+b!)ch

(22) E':a‘—bb[ 2(£a+bp) +b3{5],
b ata?+ b2+ (a2+ b2)ct

(23) T“zah_bb[ 2(5&—6(5) : ——a3a]-

La directrice de w; a pour équation

atat+ b2 — (a?+ b%)ct
2¢¥(aa —bf)

(24) ar + by =
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7. La corde focale principale a pour équation,
dans =,
a(z—§)—b(y—m)=o
ou
ata?+ b B2+ (at+dY)ct  atbt(ax—bf)
2¢c2(aa+ bf) at— bt

(25) ar—by =

L’équation de la corde focale de =, est aussi

ata?+ bt 324 (at+bY) et  atb(ax—bB)

(26) azx + by = 2ot as —5P) —

8. Cas ou le point (a,B) est sur Uellipse. —
Alors

o= acos¢. B =bsing.
Les équations des paraboles = et &, sont

c?(bx +ay)t+ 2ab(b¥zsing — ady cosg) — atbict= o,

c2(br —ay)?—2ab(b¥zrsing —ady cosg) —arb?ct=o.
La parabole = enveloppe la quartique

(27) c“[(br+ay)t—arbr]2= a2 b2(bSz*+ aby?).
La parabole w, enveloppe la quartique

(28) [(bz — ay):— a?br]t= arb?(bszt+ asy?).
L’axe de = a pour équation

ab(a*coso — btsing)

br +ay = pra

Celui de =, s’écrit

ab (atcose + btsing)
v

br —ay = %

Le point de rencontre de ces deux axes a pour coor-
données

a*b cosg ab*sing
(29) TEgTR YT T a—p
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Le lieu de ce point est I'ellipse

zt oyt arb?
(30) EE—’_F-—-—-_(Q‘—b‘)Z = 0.

9. Si(a, §) décrit Uellipse, la droite qui joint ce
point au point de rencontre des axes de © et m, est
normale a une ellipse fize.

L'équation de cette droite qui joint le point (a, )
au point (29) est

z ¥ 1
acose bsino I =o,
a*bcose —abtsing at— bt

ou
bla(a?+ b3) — b*] xsing

+a[b(ad+ b3) — a*]y coso = a?b?(a?+b?)sino cosg.

On peut identifier cette équation avec la suivante :
Az sing — By cosg = (A?— B?)sing cosg,
qui est la normale & I'ellipse
Btr?4 A?y?— A2Bi=o.

L’identification donne

A B B AP
b(a*+ ab?—b*)  a(a*— a3b —b*)  a?bi(a?+ b2)
VAT B?

= ‘/bz(ab_*_ abdi— b —ar(at—atb —b)t ’

. at bé(a?+ b)t

T b(at+ abd— bty — az(ab_aib_bb)l’
atrb3(at+ b?) (a*+ abd— b*)

T b (at+ab— bty —at(at—adb — bh )R

_ a’br(at+ b2) (a*— adb — b*)

T b*(at+ ab* — bh ) —at(at—adb — bt)?’
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La droite précitée est donc normale 4 'équation
x? »:
b (a' > abs— b4yt ' ai(at— abi— bh)
_ atbt(a?+ br)
= [02(at+ abd — by —ar(at— ash — bh)t ]z'

On peut dire aussi que cette droite a pour enveloppe
la développée de cette ellipse, soit

(Ax)é +(B_y)% = (A2— Bz)?:
ou
[bx(at+ aba—bb)ﬁ
3
+[ay(at—a3b — b‘)]g =[a2bi(a?+ 62)]3.



