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[B12b, d]
SUR LA QUANTITE (DA)(BC) + (DB) (CA) + (DC) (AB)
ENVISAGEE DANS L'ESPACE ;

Par M..G. FONTENE.

Je reviens aujourd’hui sur un sujet dont je me suis
déja occupé dans ce Journal. Mon intention est surtout
de signaler ce qu'il y aurait & faire pour obtenir direc-
tement la propriété rappelée au n® 4 : on pourrait
trouser la Uorigine d'un nouveau calcul vectoriel.
Je donne ici, faute de mieux, une démonstration par
I'inversion qui a du moins le mérite d’étre simple.

1. La notation (AB) désigne un vecteur, de sorte

que Uon a
(AB) = (OB) — (0A).

De quelque facon que l'on définisse le produit
(AB)(CD), si la multiplication est distributive, la
quantité

(DA)(BC)—+ (DB)(CA) + (DC)(AB),

dans laquelle les quatre points jouent le méme réle, a
pour expression, quand on prend D comme origine,

—[(DB)(DC) — (DC)(DB)] —...—....

Si la multiplication est, en outre, commutative,
Ann. de Mathémat., }* série, t. XV1L. (Mai 1917.) 13
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on aura l'identité

(1) (DA)(BC)+ (DB)(CA)+ (DC)(AB) = o.

2. Pour des points en ligne droite, il suffit de me-
surer (AB) par une quantité algébrique AB; on a
I'identité d'Euler. Pour un quadrangle plan, ou quatre
points dans l'espace, on peut considérer le produit
scalaire (1)

/\
(AB)(CD) = AB.CD cosAB, CD;

la multiplication étant alors distributive et commu-
tative, on obtient 'identité connue

N
(2) £ DA.BC cos DA, BC = o;

st deux des cosinus sont nuls, le troisiéme est nul.
Cette identité peut d'ailleurs se déduire de la formule
connue
—2 ——2 —2  ——2 N
(DB +CA )—(DC +AB ) =—aDA.BCcosDA, BC.

3. Pour quatre points dans un plan, on peut encore
mesurer (AB) par une quantité imaginaire AB.
Soient 2, 8. v, o', B, v les argumeuts des directions

BC, CA, AB, D\, DB, DC; on a, par exemple,
BC = BC(cosz + isinz),
et I'identité fondamentale donne

DA.BC[cos(z+a') +isin(a+2)]+ ..+—...=o.

(') On donne souvent & ce produit le nom de produit geome-
trique: c’est un tort, et celte expression pourrait tout au plus
étre employée pour désigner le produit que nous appellerons par la
suite produit vectoriel.
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Les produits DA .BC, DB.CA, DC.AB mesurent

donc les cotés d'un triangle LMN, les directions MN,
NL, LM ayant pour arguments

a+ 2, B+ B, Y+

L'angle des directions NL, LM (angle extérieur du

triangle) a pour valeur, & 4 n? pres,

=B+ (1 —B) ou (y—F)+(H—B),
c'est-a-dire

,’/\\ {/\ /\\ ‘/\‘

DB, DC + CA, AB ou DB, AB+ CA, DC;
en ajoutant 29, on a donc pour l'angle intéricur du
triangle, & 4n? prés,

N

N N O
IM L'\'—DB DC—q—AL AB = BD, BA + CA, CD,

et la structure de ces deux sommes est facile a saisir :
la premiére est construite avec 1) et A combinés avec B
et C ou C et B, la seconde est construite avec B et G
combinés avec D et A ou A et D. On a ainsi un théo-
réeme auquel on doit attacher le nom de Bellavitis,
encore que I'tllustre auteur nait explicité I'énoncé que
dans des cas particuliers :

Dans un quadrangle plan ABCD, les produits

(3) { = DA.BC, m = DB.CA, n=DC.AB

sont proportionnels aux cités d’un triangle LLMN

dont les angles ont pour valeurs, a des multiples

preés de quatre angles droits,
DC + AC,

(%) Mﬁ‘_nc DA + BA, B
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Si le quadrangle est inscriptible, on a le théoréme
de Ptolémée.
Le théoréme de Bellavitis s’obtient facilement pour
un quadrangle plan ABCI en faisant une inversion de

pole D; <1 L, M, N (fig. 1) sont les inverses des

points A, B, G, on a en effet, la puissance d'inversion
étant A2,
BC A?

= k2 -_—
MN = & DB.DC ~ DA.DB.DC

>~ DA.BC, ...,

et, pour les angles, les formules ci-dessus. Avec la
figure donncée ici, on écrira de préférence

LN, LM = AB, AC — DB, DC,

PN N
ML, MN = BC, BA — DC, DA,

NM, NL = CA, CB — DA, DB,

PN i
I'angle DC, DA étant seul négatif.

4. J'ai donné dans les Nouvelles Annales (1899,
p- 407 et suiv.), I'analogue du théoréme de Bellavitis
dans le cas du tétraédre.
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L’angle résultant de deux angles (a, b) et (¢, d) est
P'angle (e, f) obtenu en amenant ces angles, par glisse-
ment dans leurs plans respectifs, le premier dans la
position (e, w), le second dans la position (w, f),
w étant I'intersection des deux plans prise dans un sens
arbitraire si Pon a égard seulement & la grandeur de
I'angle (e, f), et non & la direction de son plan comme
dans la théorie des vecteurs. Les plans des deux angles
étanl orientés, si w est I'angle de ces deux plans, on a

cos(e, f) = cos(a, b)cos(c, d) — sin(a, b)sin(c, d)cosw;
st w est l'angle des demi-plans (w, ¢) et (w, f), 'un
des angles (a, b) et (¢, d) est négatif. Nous écrirons
(e, f)=1[(a, b)+ (c, 4)].

On a alors ce théoréme :

Duns un tétraédre ABCD, les produits
(3) ! = DA .BC, m = DB.CA, n=DC.AB
sont proportionnels aux cotés d’un triangle LMN

dont les angles ont pour valeurs, a des multiples
preés de quatre angles droits :

L = [(DB, DC) + (AC, AB)] = |(BD, BA) -+ (CA, CD)],
(6) { M =[(DC, DA) + (BA, BC)] = [(CD, CB) -+ (AB, AD)],
N = [(DA, DB) + (CB, CA)] = [(AD, AC) + (BC, BD)].

Si Uon pouvait définir le produit vectoriel de
deuzx vecteurs dans Uespace de fagon que la multi-
plication fat distributive et commutative, c’est pro-
bablement ce théoréme que l’on obtiendrait comme
conséquence de U'identité

(DA)(BC) + (DB) (CA) + (DG) (AB) = o.
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5. Une inversion de pole D permet de démontrer le
théoréme en question. Si une sphére passant en A,

B, C coupe en L, M, N (fig. 2) les arétes DA, DB,

Fig. o2.

DC du tétraedre, comme les produits DA.BC, ... sont
proportionnels aux eotés du triangle LMN, il faut mon-
trer que langle L, par exemple, est égal & langle résul-
tant dont on a écrit ci-dessus la définition. On peut,
pour cet objet, faire passer la sphére par le point D, et
I'angle L sera remplacé par I'angle des tangentes menées
en D) aux deux cercles DAB, DAC, ces tangentes élant
mences & partir de D du méme coté de Paréte DA que
les triangles DAB, DAC : l'angle (Dy, DJ’) de ces
tangentes doit étre égal & 'angle résultant.

Considérons la figure 2, dans laquelle les droites o' o,
@8, ¥’y sont les traces, sur le plan tangent en D & la
sphére ABCD), des plans des faces du triedre D. Soient
les angles résultants

[(DB, DC)+ (AG, AB)], [(BD, BA)+ (CA, CD)},

dont on ne sait pas a priori s'ils sont égaux. Pour



(167)

construire le second de ces angles résultants, 'inter-
section des deux plans DAB et DAC étant DA, on
peut déplacer le point B sur P'arc de cercle ABD jus-
qu’h Pamener en D, déplacer le point C sur larc de
cercle ACD jusqu'a Pamener aussi en D : langle
(BD,BA) devient 'angle (Dy’, DA), 'angle (CA, CD)
devient angle (DA, D B), et Pangle résultant estainsi
Pangle (DY, D3), que P'on peut remplacer par 'angle
opposé (Dvy, DE"). Cest le fait que I'on voulait établir,
du moins en prenant 'angle résultant sous la seconde
forme. Les trois angles résultants qui figurent dans
Pénoncé du théoréme sont égaux aux angles

(Dy, D), (D=, DY), (DB, D)

situés dans le plan tangent en D A la sphére ABCD.
On a considéré seulement le second des deux angles
résultants écrits ci-dessus, eton I'a construitau point D,
ce qui a donné Pangle des tangentes Dy et DB'; on
aurait pu le construire en A et il est clair que 'angle
ainsi obtenu et été égal & I'angle en D. Si Pon avait
considéré le premier angle résultint, on Paurait con-
struit en B ou en C. Que cet angle résultant suit égal
a Pautre, c'est ce qui résulte du fait que le théoréme
dont il s’agit peut se démontrer par une inversion de
pole B aussi bien que par une inversion de pole D. Au
surplus, la démonstration directe est facile. Si on
envisage les quatre cercles DAB, DAC et BCD, BCA,
une inversion de pole D substitue 4 ces quatre cercles
les droites LM, LN, et la droite MN avec le cercle LMN :
I'angle des tangentes en A aux cercles DAB, DAC se
transforme en Pangle égal (LM, LN); Pangle des tan-
gentes en B aux cercles BCD, BCA, telles qu’on doit
les mener, se transforme en 'angle que fait le prolon-
gement de la droite NM avec la tangente en M au
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cercle LMN prise enavant de MIN; or, ce dernier angle,
ou mieux son opposé, est égal i I'angle (LM, LN).
Voici une vérification: lorsque, laissant fixes Paréte DA
et les deux plans DAB, DAC, on améne Bet Cen D
pour montrer que le second angle résultant est égal a
langle des tangentes en D aux deux cercles DAB
et DAC, le premierangle résultant se réduit également
a langle de ces tangentes, puisque, en méme temps
que les directions DB et DC deviennent Dy et DJ',
Pangle (AC, AB) devient nul.

I1.

6. On doi appeler product vectoriel de deux vec-
teurs (AB) et (CD) un vecteur OH dont la longueur
est mesurée par le méme nombre que le produit

S
AB.CDsinAB, CD,

ct dont la direction est orthogonale aux deux vecteurs
donnés; si, par un point quelconque O, on meéne les
vecteurs OB et O/ équipulfents aux vecteurs AB
et CD, on peut dire encore que la longueur du vec-
teur-produit est mesurée par le méme nombre que
Paire du triangle OB'D’; quant au sens de ce vecteur-
produit OH, il est tel que pour P'observateur OII le
sens de circulation OB'D soit un sens détermind.

Observons que, si 'on projette les deux vecteurs AB
et CD sur un plan paralltle & chacun d’eux, en A'B
et /D', le produit

i /\
AB.CD sinAB, CD

représente le double de I'aire du quadrilatére ACBD.
Je rappelle que l'aire plane ABCDE...L, quelle que
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soit la forme du contour ABCDE...L, est la somme
des aires algébriques

OAB, OBC, OCD, ..., OLA,

le point O étant un point quelconque pris dans le plan
de la figure (Voir Géométrie dirigée, librairie Nony,

1897.)

7. Avec le produit vectoriel, la multiplication est
encore distributive; elle n’est plus commutative, le
vecteur-produit changeant de sens quand on change
I'ordre des deux facteurs. On a alors

ab — ba =2 ab,
et 1l arrive ceci :
1° L'expression
(DA)(BC) + (DB)(CA) + (DC) (AB)

r’est pas nulle;

2° Les quatre points A, B, G, D ne jouent pas le
méme rile, et U'on aura a considérer quatre expres-
stons de cette nature.

8. Soit un tétraédre ABCD. Le sens direct de rota-
tion autour d’un axe étant de gauche a droite, nous
supposons que le sens de circulation BCD est le sens
direct pour un observateur qui a les pieds sur le
plan BCD et la téte en A; le sens de circulation ACD
(ordre alphabétique) est alors le sens rétrograde pour
un observateur qui a les pieds sur le plan ACD et la
téte en B; le sens de circulation ABD est direct...,
le sens de circulation ABC est rétrograde.... Le
nombre des points A, B, C, D étant pair, on aurait la
méme alternance de sens si 'on considérait, avec per-
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mutation circulaire, BCD, CDA, DAB, ABC. On peut

dire encore : le sens de circulation ABC étant rétro-

grade.... les sens de circulation DBCG, DCA, DAB
sont directs. . ..

Nous aurons & considérer les expressions

(1) (AB)(CD) + (AC)(DB)+ (AD)(BC),
(2)  —[(BA)(CD)~+(BC)(DA) +(BD)(AC)],
(3) (CA)Y(BD)+ (CB)(DA)+ (CD)(AB),
(4) —[(DA)(BGC)+(DB)(CA)~+(DC)(AB)],

relatives aux quatre sommets A, B, G, D. Nous pose-
rons, en écrivant ici k pour (A),

x=—(DA)(BC),
w=—(DB)(CA),
vy =—(DC)(AB);

si A'A’", B'B’, C'C" sont les perpendiculaires com-
munes aux couples d’arétes opposées du tétraedre, les
points A', B/, (' étant sur les arétes issues de D, les
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vecteurs XA, w, v sont dirigés suivant ces droites, et
orientés de A’ vers A", de B’ vers B’, de C' vers C’,
puisque le premier, par exemple, est le produit
(AD) (BC); en désignant par V le volume du tétraédre,
les modules de ces vecteurs sont respectivement

6V 6V 6V

AR O

Les expressions (1), ..., (4) sontalors, en changeant
l'ordre des termes,

o) N —p —v
(2) — A, P, —v,
(3) —h —p, v,
(1) A, “+ o, + v

sur les arétes issues de A, par exemple, se trouvent les
points A’, B", (', et P'on considére dans 'expression (1)
la somme de vecteurs orientés de A’ vers A", de B’
vers B/, de (' vers (!, de méme que, dans Pexpres-

sion (4), on considére la somme de vecteurs orientés

de A, B, (U vers A", B, (.

9. Nous allons rattacher les vecteurs %, w, v, liés
aux trois couples d’arétes opposées, 4 d'autres vec-
teurs o, f3, v, 8, liés aux quatre faces du tétraédre.
Nous désignerons par « un vecteur perpendiculaire au
plan BCD, orienté comme I'indique la figure, c’est-
a-dire vers la région ou est A, et dont le module est le
double de I'aire du triangle BCD; on aura de méme
les vecteurs 8, v, 6. Les modules de ces vecteurs sont
respectivement

6V 6V
hThy
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On peut écrire

a = (DBC) = (DB)(DC) = (BC)(BD)=(CD)(CB),
B=(DCA)=(DGC)(PA)=(CA)(CD)=(AD)(AC),

= (DAB) = (DA) (DB) = (AB)(AD) = (BD)(BA),
—8=(ABC)=(AB)(AC) = (BC)(BA) = (CA)(CD).

On a alors
A:{i+«(=——(6+u),
(5) p=y+a=—(3+p),
v=a+ B=—(8+7),

ce qui forme seulement quatre relations distinctes,
dont 'une est la relation bien connue

a+B+y+3d=o.
En effet. si Uon prend D comme origine, on a

—(DA)(BG) =— (DA)[(DC) — (DB)]
=(DC)(DA) + (DA)(DB);

en prenant B comme origine, on a de méme

—(DA)(BC)=—[(BA)— (BD)| (BC)
=—[(BA)(BC)~+ (BC)(BD)].

Si Pon écerit

(BC)(DA) = (BD) (BA) + (CA) (CD),
(DA)(BC) = (DB)(DC)~+ (AC) (AB),

le mécanisme de ces égalités apparait nettement.
g
Des relations ci-dessus on déduit le systéme équi-

valent
A+ p+v=—23,
A—p—yv=—
(6) p—v 24,
— A+ p—v=—28,
—hA—p+v=—a2y,
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ou
— [(DA)(BC) + (DB)(CA) + (DC)(AB)] = — 23,
(AB)(CD)+(AC)(DB )+ (AD)(BC) =—2a,

..............................................

Trois vecteurs \, p, v, dirigés suivant A’A", B'B',
C' (7, orientés de A' vers A", ..., et ayant pour lon-

gueurs
k2 k2 k2
A!Au’ E! Bn’ < C:r’

ont pour somme le vecteur — 28, dirigé suivant la
hauteur issue de D, orienté de D vers le plan ABC,

k2 .
et ayant pour longueur 25 Si lon change le sens

des deux derniers vecteurs, on a pour somme
— 2a; ete.

10. On arrive directement 2 ce résultat en écrivant

—[DA)(BC)+...+...=(DA)[(DB)— (DC)] +......
= (DB)(DC) — (DC) (DB) +...+...

=2[(DB)(DC)+...+...],
ou
At p+v=20@+3+7).

Si 'on ne veut pas supposer connue la relation
a+B+y+3=o0,

qui est un cas particulier d’une relation générale rela-
tive & un polyédre quelconque, on peut établir comme
il suit I'égalité 2 + $ + y=— 0. L’expression

— [(DA)(BG)+...+...]

a une valeur indépendante de la position du point D,
comme on le voit en évaluant les trois vecteurs (DA),
(DB), (DC) par rapport 4 une origine quelconque D’;
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il en est donc de méme de I'expression

(DB)Y(DC) +...+...,

et 'on peut I'évaluer en remplacant le point D par un
point D' du plan ABC; on voit alors qu'elle a pour
aleur — 3.

Jat proposé la démonstration de 'égalité

A4+ p+v=—28

dans les Youvelles Innales, en 1898; la solution pré-
cédente a été donnée en 1900, page 37, en supposant
conuue la relation 2 4§ 4y =—3.

I1. Les relations (5) peuvent étre élablies d'une
maniére qui en rend mieuy compte que le procédé
employé ci-dessus. Les vecteurs 8, v et X sont tous
trois perpendiculaires & laréte DA transportons les
vecteurs 3 et ven A/, et soient 3,, v, les deux vecteurs
ainsi obtenus. Le vecteur 3, perpendiculaire au
plan DAG, et dont le module est égal au double de
laire du triangle DA, est la résultante de deux vec-
teurs rectangulaires, U'un dirigé suivant A’A7; Pautre
perpendiculaire au plan DAA"; le vecteur vy est de
meéme la résultante de deun vecteurs, 'un dirigé sui-
vant \"\", Lautre perpendiculaire au plan DAN". Les
deux vecteurs perpendiculaires au plan DAA" sont de
sens contraires et ont des modules égaux : ces modules
sont, cn effet, les doubles des aires des deux triangles
obtenus en projetant les triangles DAC et DAB sur le
plan DAA", et ces deux triangles, de base DA, ont
méme hauteur puisque la projection de 'aréte BC sur
le plan DAA" est perpendiculaire & A’A", donc paral-
lele & DA. Restent donc les composantes des deux vec-
teurs 3y, v, suivant A'A". Les modules de ces vecteurs
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sont les doubles des aires des triangles obtenus en
projetant les deux triangles DAB, DAC sur le plan
mené par DA perpendiculairement a A’A" : la somme
des aires des triangles ainsi obtenus, ou l'aire du qua-
drilatére DCAB, est précisément la moitié du module
du vecteur k. On a donc bien A = + .

III.

12. Dans la théorie des quaternions, I'élément fon-
damental est 'ensemble d'un nombre et d’un vecteur;
Jai proposé (Enseignement mathématique) de don-
ner & cet élément le nom de scal-vecteur.

Le produit de deux scal-vecteurs est un scal-vecteur.
En particulier, le produit de deux vecteurs est un
scal-vecteur dont la partie scalaive est le produit sca-
laire changé de signe, dont la partie vectorielle est le
produit vectoriel; cela résulte de la formule

(a4 b+ cr)(a; + b+ c})

=—(aa'+ bb' +cc')+ (bc'—eb')i+...+....

Quand on change Pordre des facteurs, pour le pro-
duit de deux vecteurs, la partie scalaire ne change pas,
la partie vectorielle change de signe. On a donc

(AB)(CD) - (CD)(AB) =2 x partie vectorielle de (AB) (CD),
sans partie scalaire. Si Von écrit alors

—[(DA)(BC) +...+...]= (DB)(DC)—(DC)(DB)

la partie scalaire est nulle; on réunit ainsi, sans
aucun avantage d'ailleurs,la démonstration de la
formule scalaire

/\
' DA.BCcoslA, B = o,
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et la démonstration de la formule vectorielle
Atp+v=—238

11 est procédé ainsi dans la solution citée & la fin du

n" 10.

13. En géométrie plane, avec deux axes Ox, Oy
tracés dans le plan, et un axe Os perpendiculaire au
plan, un vecteur a pour symbole a,+ b;; on a alors,
pour deux vecteurs AB et CD,

(a,+b))(a;+ b)) =—(aa'+ bb') + (ab' — ba’ )k,
ou
N
(AB)(CD) = — AB.CD cosAB, CD
N
+ AB.CD sinAB, CD x &.
Ce produit complet, qui est un scal-vecteur, est
Jort différent du produit complexe
AB(cosa + isina) < CD(cosf + ¢sinP)

= AB.CD[cos(a+B) + isin(z+ ') ],

et c'est, je le répéte, U'analogue de ce dernier pro-
duit qu'il faudrait définir pour déduire d’une
identité de la forme

(DA)(BC) + (DB)(CA)+ (DC)(AB)=o

le théoréme du n® 4 qui est l'extension a l'espace
du théoréme de Bellayitis.

14. Je ferai, en terminant, la remarque suivante.
Le quotient de deux scal-vecteurs est défini par la rela-
tion

diviseur X< quotient = dividende.

On peut représenter un scal-vecteur par le quotient
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de deux vecteurs, et cette représentation donne une

régle simple pour le produit de deux scal-vecteurs;
on a, en effet,

(0C).(0B) _ (0G) <OB)X(OC)_(OC),
(OA) (OA) ~— (0B) (OA) 7 (0B) ~ (0A)




