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[K'7c]
QUELOQUES PROPRIETES METRIQUES DES ‘FOYERS,
DES TANGENTES, ETC.:

Psr M. F. GONSKTH,

Assistant & P'Ecole Polytechnique fédérale de Zarich.

{. Les groupes de n droites, d’'un faisceau de
centre I, qui sont apolaires a une paire de droites d,
et d, du faisceau, forment une involution (systéme
linfaire de dimension 1). On les obtient tous en con-
sidérant d, et dy comme deux groupes de nr droites
confondues et en formant le systéme linéaire que ces
deux premiers déterminent. Je supposerai, dans la
suite, que la paire d, d. est isotrope. On sait, en
pareil cas ('), que les paires qui lui sont apolaires
(ou harmoniques) sont rectangulaires.

(') LAGUERRE, Nofe sur les foyers (Nouvelles Annales, 1833).
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L’involution des groupes apolaires & la paire d, d,
n’est pas modifiée par toute transformation projective
du plan qui laisse cette derniére intacte, d’apres ce qui
préctde. En particulier I'involution des apolaires a la
paire isotrope de F ne sera pas modifiée par une rota-
tion quelconque du plan autour de F. Par conséquent
les groupes de cette incolution s’obtiennent par la
rotation de l'un d’entre eur (votation réelle ou ima-
ginare).

1)’autre part, un groupe g est univoquement déter-
miné par une des droites qui le composent. Soient d,,
dy, ..., dy ces dernitres (les indices indiquant Pordre
dans lequel elles sont rencontrées par une droite mobile
tournant dans un sens constant autour de F). Je fais
tourner le groupe u jusqu’a ce que d, vienne en dy:
le groupe dans cette nouvelle position fait encore partie
de I'involution et, comme il a la droite d, en commun
avec le groupe o primitif, il coincide avec celui-ci.
Donc Pangle o, dy est égal & Pangle d, d,. En défi-
nitive :

Lincolution des groupes de n droites d’un fais-
ceau apolaires a la paire isotrope du faisceau est
Jormée des groupes quidivisentle planen 2n parties
égales (incolution absolue. du n'éme ordre).

2. Un foyer }¥ d'une courbe plane algébrique T,
de niemc classe, est, par définition, a I'intersection de
deux tangentes isolropes. Or les groupes de n droites
conjuguées a I',, autour de F, forment un systéme h-
néaire auquel on peut parvenir en considérant chaque
tangente comme un groupe de n droites conjuguées con-
fondues, et en formant le systéme linéaire de groupes
déterminé par ces n premiers. Par conséquent, d’apres
ce qui précede :
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La condition nécessaire et suffisante, sous forme
réelle, pour qu’un point ¥ soit foyer d’une courbe
plane algébrique I\, de n'me classe, est que le sys-
teme linéaire des groupes de n droites conjuguées,
autour de F, contienne [’involution absolue de
ntéme ordre.

Par commodité, je nommerai régulier tout groupe
d’une involution absolue.

3. Soit, réciproquement, g un groupe régulier de
ndroites; il admet la paire isotrope du faisccau comme
paire apolaire. Par conséquent les groupes, de n — 1
droites, polaires premiers des droites du faisceau sont

» P
eux aussi apolaires a la paire isotrope, donc réguliers;
de méme:

Le groupe polaire, suivant g, d’un groupe quel-
conque de p droites est un groupe régulier den — p
droites (s’il n’est pas indéterminé).

De ceci résulte immédiatement :

SiPest un point d’od les tangentes menées & une
courbe de nme classe | formenl un groupe re’gu-
lier, les tangentes menées de P a la polaire mixte,
suivantT,, d’un groupe quelconque de droites par P
Sormeront, elles aussi, un groupe régulier.

Examinons particuliérement le cas ou n = 3. Deux
courbes de troisiéme classe, T', et Ty, étant fixées, le lieu
des points, P, d’ou les tangentes a I'une et a P'autre
forment deux groupes apolaires est, comme on sait, une
courbe de troisiéme ordre, G,. Il est d’ailleurs facile de
s’en assurer : st un point M décrit une droite d, les
groupes de tangentes menées de M a I', forment une
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série, d’ordre 3, de courbes de troisicme ordre (dégé-
nérées), et si M doit venir en un point P, il faut
soumeltre les courbes de cette série a une condition
linéaire. ’

Je suppose que T, se réduise a trois points non en
ligne droite, A, B, C. La courbe C, passe alors par ces
trois points. Déplacons C jusqu’en C; C; devient Cj;
ces deux courbes ont en commun les points A et B, et
sepl autres. De chacun, R, de ces derniers, les trois
tangentes menées a I, forment un groupe apolaire aux
deux groupes RA, RB, RC; et RA, RB, RC/, c’est-
a-dire apolaire a la paire RA, RB.

Je suppose enfin que A et B soient les ombilics du
plan. D’apres ce qui précéde, les trois tangenles menées
de RaT, forment un groupe régulier. Ces sept points
peuvent étre tous distincts el réels,comme, par exemple,
dans le cas od ['; est réduite & trois points. En défi-
nitive :

1l existe sept points d'oi les tangentes menées a
une courbe générale de troisiéme classe forment un
groupe régulier.

Par ces sept points passent une double infinité de
cubiques, qui coupent la droite de Il'infini suivant
un systéme linéaire, de dimension 2, de groupes de
trois points. Ces groupes sont tous apolaires au groupe
des trois points triples; les ombilics forment la paire
neutre. Par conséquent : Par ces sept points passent
trois courbes de troisiéme ordre quiosculent la droite
de Uinfini; les trois directions d’osculation forment
un groupe régulier.

Nous avons vu plus haut que les coniques polaires,
suivant I'y, des droiles passant par un point R sont
toutes vues de ce point sous un angle droit. Supposons
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que T'y se réduise aux trois points ABC. Soient A,,
By, G, les projections du point R depuis les sommets
du triangle ABC sur les cotés opposés, et Ay, B,, G,
les harmoniques de A,; B, C, suivant les paires de
sommets du méme triangle. Il n’est pas difficile de voir
que les coniques polaires (suivant notre T, dégénérée)
des droites passant par R forment un faisceau qui con-
tient les paires AA,, BB, et CC, comme coniques
dégénérées. Les cercles orthoptiques de toutes ces
coniques, en particulier, les cercles construits sur
AA,, ..., comme diamétres, passent par R.

Enfin, s¢ le triangle ABC est équilatéral, tout point
du cercle circonscrit jouit des mémes propriétés.

4. Nous avons rencontré au paragraphe précédent
un systéme linéaire de groupes de trois points, de
dimension 2, sur la droite de linfini, et dont les
ombilics forment la paire neutre. Ce -systéme peut
étre examiné plus soigneusement. Je le projette depuis
un point arbitraire. D’apres ce qui précéde, tous les
groupes de trois droites obtenus sont apolaires a
un groupe régulier; la paire isotrope est apolaire
a ce dernier et la paire polaire de toute droite d du
Sfaisceau est rectangulaire. Voici comment, d étant
donnée, sa paire polaire s’en déduit : soient dy, d,, d;
les droites du groupe fondamental régulier; les trois
paires formées d’une droite d; et de la symétrique de d
suivant d; ont mémes bissectrices; celles-ci forment la
paire polaire de «/. On en déduit :

a. La somme algébrique des angles que forment,
avec une des fondamentales d;, une droite d et les

. . ; ST
droites de son groupe polaire est égale a 3 (1ndé-

pendante de d).
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h. La somme algébrique des angles que forment
avec d; les trois droites d’un groupe du systéme est
égale a zéro.

Ce systéme mériterait donc le nom de systéme symé-
trique du troisiéme ordre, de méme qu'on nomme
involution symétrique (de second ordre) le systéme
des harmoniques i une paire rectangulaire.

Je veux maintenant faive voir que les directions
asymptotiques de toutes les cubiyues qui passent par
les sommets, U'orthocentre et les trois pieds des
hauteurs d’un triangle, forment un systéme symé-
trique de troisiéme ordre.

Soient A, B, C, D les quatre sommets d’un qua-
drangle et L, M, N ses points diagonaux. Par ces sept
points passent une double infinité de cubiques qui
coupent une droite arbitraire, d, suivant un systéme
linéaire de groupes de trois points, de dimension 2. Je
me propose de rechercher la paire neutre de ce sys-
teme. Dans ce but, d'un point P quelconque, je méne
les tangentes aux coniques du faisceau passant par A,
B, C, D. Les points de contact sont sur une cubique
(la correspondante de P) qui passe par P et les sept
points sus-mentionnés. (Il n'est pas difficile de voir
que toute cubique passant par ces sept points peut éire
obtenue de la sorte.) Je suppose que P soit quelconque
sur d; deux coniques du faisceau touchent d, en F,
et Fy; ces points appartiennent a la cubique corres-
pondante de tout point de d et par conséquent ils
forment la paire neutre cherchée.

Si maintenant les quatre points A, B. C, D sont les
trois sommels d'un triangle et son orthocentre, les
points L, M, N en sont les pieds des hauteurs; si
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enfin d est a l'infini, les points F, et F, sont les
ombilics du plan, ce qui démontre 'affirmation.

Je nomme équilatére une cubique dont les trois
asymptotes forment un triangle équilatéral. Sur toute
droite le systéme des groupes de trois points conjugués
a une cubique posséde une paire neutre. Cette paire,
pour une cubique équilatére, et sur la droite de 'infini,
est naturellement formée des ombilics. Elle est d’autre
part harmonique aux coniques polaires de tout point
de la droite de I'infini, qui forment donc un faisceau
d’hyperboles équilatéres. Les points-bases de ce fais-
cean sont les quatre pdles de la droite de P'infini. Par
conséquenl :

Les quatre pdles, suivant une cubique équilatére,
de la droite de Uinfini, sont les sommets et {'ortho-
centred’un (riangle.

5. Voici comment sera caractérisé le systéme symé-
trigue du néme ordre, c’est-a-dire le systéme linéaire
des groupes de n droites apolaires au groupe régu-

o]
lierd, ... d,.
Tout groupe polaire est régulier.

Je nomme 2 I'angle dont doit tourner, dans le sens
positif, une droite arbitraire d, jusqu’a ce qu’elle ren-
contre une premiére droite fundamentale. d rencon-
trera une premiére droite de son groupe polaire apres

une rotation de o

n-—1

On en déduit :

La somme algébrique des angles que forment,
avec une direction fondamentale d;, k droites arbi-
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traires et les n —k droites de leur groupe polaire
mizte est égale a (n— 1 — k) g (indépendante des &

premiéres droites).

En particalier la somme algébrique des angles
que forment, avec une direction fondamentale,
les n droites d’un groupe est égale a zéro. En
(’aulres termes, et en faisant usage d’une expression
due a Laguerre : Les groupes d’un systéme symé-
trigueont une orientation nulle par rapport & toute
droite du groupe régulier fondamental.

Par les 2n points d’intersection d’une courbe de
ni¥me ordre et d’un cercle passent une infinité de
dimension N (n — 2) + 1 de courbes de n'*™* ordre.
On vérifie aisément que ces courbes coupent une droite
arbitraire suivant un systeme linéaire de groupes de
n points, de dimension n — 1 sculement; la droite de
'infini, en particulier, suivant un pareil systéme dans
lequel les ombilics forment une paire neutre et par
conséquent :

Les directions asymptotiques de toutes les courbes
de nitme opdre, qui passent par les points d’inter-
section de Uune d’entre elles et d’un cercle, forment
un systéme symétrique du nié™e ordre.

Le cas particulier o0t n = 2 est bien connu.



