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[I19c][I23a]
SUR UN THEOREME DE M. AXEL THUE;

Par M. Epvonp MAILLET.

Un important Mémoire de M. Axel Thue, paru dans Je
Tome 135 (1909) du Journal fiir Mathematik (Crelle),

p- 284-305, me donne occasion & quelques réflexions;
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je ne m'occuperai que des théorémes [, II et 1V, laissant
de coté le théoreme I11.

I. L’auteur s’occupe principalement d'établir le
théoréme suivant (théoreme 1) :

Soit p une racine positive d’un polynome entier de
degré r a coefficients entiers; la relation

c
(1) ol|gp—pl<——>
7
ot ¢ et k sont deux quantités positives quel-
conques > o, n’a qu'un nombre limité de solutions
en entiers positifs p et q.

Or il m’a semblé que, dés le début [p. 286, équa-
tion (6) |, Pauteur faisait implicitement la restriction
que le polynome1°(z), de degré r, a coefficients entiers,
dont o est racine, ct qu'on peut évidemment supposer
irréductible pour li démonstration du théoréme I,
avait pour coefficient de son terme en 2" I'unité, c’est-
a-dire que p était un nombre entier algébrique (*). 1l
s’ensuivrait donc a premiére vue une restriction impor-
tante des conclusions de M. A. Thue, c’est-a-dire des
théorémes 1, 11 et 1V dont je m’occupe ici.

Heureusement, du fait que les racines g, d’une équa-
tion algébrique

X+ x4, .+ A= 0 (29> 0),

a coefficients entiers, sont de la forme p, :f—, ol p,
0

(') De toutes facons, ce qui suil moantre qu’il suflit d’établir les
théorémes I, Il de M. Thue en supposant ¢ entier algébrique, et
que ces théorémes s’étendent ensuite facilement au cas ou o est un
nombre algébrique quelconque.
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racine de
OF Ay P4 g xg 9724 . - apafT ! = o,
est un entier algébrique, les théoremes I et II de

M. Thue s’étendent immédiatement a p,, si on ne les
suppose établis que pour 5.

II. Envisageons cn effet le théoréme 1, supposé
inexact en ce (ui concerne 9,; on pourrait écrire, pour
une infinité de valeurs enti¢res de p et ¢,

c
lgpr—pl< ——>
;+k
q
et
lge—pxl< ?.% =#— (cq analogue a ¢),
§+l‘ §+k
q q

ce qui est en contradiction avec (1); (1) el le théorémel
subsistent donc pour g,.
}
Passons au théoreme Il : soit le déceloppement en
Jraction continue ordinaire de o, :

pr=ae+1.a+...+1.a,+...,

ot les a; sont des entiers positifs, tous > o sauf
Uentier ay qui peut étre nul, et

P . .
Q——- =ay+I1.a +...+1.ap_1q.
n

Supposant le théoréme II établi pour g, je vais le
démontrer pour py, c’est-a-dire faire voir que l'iné-
galité

A +g—1

a" > Qll b
ot k est un nombre positif arbitraire donné quelconque
> o, n’est possible que pour des valeurs limitées de n.
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En effet, cn admettant le contraire, on aurait pour une

infinité de valeurs de n, avec les notations de M. Thue
pour les fractions continues,

Qui1= Quaty - Qu-y,

I’ P, l 1 B 1

A AN OO0~ " O9
Qn QnQn+i a, Q%

.

1 — (=4

< Qn (2 )’

a,Q,

| Qn 2 S l"u <
t

contrairement au théoréme 1 ().

II. Le théoréme 1V de M. Thue ¢tant une applica-
tion du théoréme I, dont nous venons de vérifier en-
ticrement 'exactitude, n’a pas be<oin d'étre complété.
Je rappelle son ¢noncé :

L'équation U(p,q)=-c, olt ¢ est une constante
~donnée, et U un polynome entier homogeéne et irré-
ductible a coefficients enticrs, n’a qu’un nombre fini
de solutions en entiers positifs p et q, quand le degré
de U est > o.

Il est susceptible de sérieuscs extensions basées sur
la méthode employée par M. Thue, wméthode dont le
principe était déja connu de Lagrange et de J. Liouville
et qui a été plusieurs fois utilisé (*). Nous allons le
montrer.

Soit I'équation de degré r, irréductible (c'est-a-dire
de premier membre indécomposable en un produit

(1) Cette démonstration simple est vraiscmblablement celle de
M. Thue qui indique, sans plus de détails, le théoréme Il comme
conséquence immeédiale du théoréme I.

() Voir par excmple mon Mémoire du Journal de Mathéma-
tiques (Jordan), 5° série, t. VI, p. 265.
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de facteurs de méme forme)
(2) or(z, y)—[os(@, )+ 051 (2, )+ .4 90] =0,

ou r>s et ol »; est un polynome homogene et de
degré ien x, y, o, ayant ses coefficients entiers. Soit
encore £ = p, ¥ = q une solution en nombres entiers;
on peut toujours supposer p, ¢ positifs, a condition
de substituer au besoin a (2) I'équation qu’on en déduit
en y changeant soit z en — z, soil y en — y, soil a la
fois z et y en — x el — y. Admctlant que g, contienne
effectivement des termes en .’ et y”, on éerira, sip < ¢,
Byy o vey Pa étant distinets ct 2 o,

(3) or(z, y)=A(x—81))0.le—Bry)n, ay+..-a,=r,

et sip>gq,
x \ 2 \“n
L?r(x,y)="(.v—§> <y-—§—> .

\

Ce dernier cas ol p > ¢ se traite d'ailleurs absolu-
ment comme le premier od p < ¢ : il suffit d'inter-
vertir le role de = et y, de p et ¢. Soit donc p < ¢q;
d’aprés (2) et (3), ona

%) Pr(ps ¢)=A(p —B1g)4...(p— Bng)®n

—_—_q-\'%(—, |> ...+ Po= AgSs,

ol | 1| est une quantité limitée supérieurement en fonc-
tion des coefficients de g, @5y, ..., §o; par suite,

)5 e

s1 g est assez grand, un des facteurs du premier membre
autres que A a son module arbitrairement petit; ce sera
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par exemple (*) <§ — @.)ﬂi; on en conclut d’abord

que 3, estréel; ensuite, puisque

C—hi=p—p L

differe arbitrairement peu de 3, — 8;, qui est 7 o,

»

. ay = +1
(4 bis) (%—&) =Xgs-r, |lp—Bigl=D)ig ™ s

ol Ay, A, sont analogues 4 X; si la racine B, ou le
facteur # — 3,y appartient & un facteur irréductible
de degré 3 de o,.(z,y), on a

(5) Sasc r,
et, d’apres le théoréme 1 de M. Thue,

(§+k);

il faudra donc, ¢ étant arbitraire,

lp—Biqlzcq

r—-—=s

N os

(6)

8
S+ k+1, S;"‘—al;"‘alk_al;

ay
on a une condition de méme nature pour chacune des
racines 3; réelles; dans le cas ol o,(z,y) est irréduc-
tible, ay =1,8=1r, et

. r
(6 bis) sir—l—k—l,
c’est-a-dire
(6 ter) s s2ry—1, si r=ary,
| s2ry, si re=ar+1.

(1) Ce facteur sera 7 o, car la droite z = f,» ne coupe la
courbe (2) qu’en un nombre fini de points quand 3, est rationnel,
puisque (2) est irréductible.
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Nous en concluons le théoréme snivant :

Tutorimr A. — L'équation indéterminée (2),
ou cp,.(x,_y) contient un terme en x” et un eny’, ne
peut admetire une infinité de solutions en rombres
entiers x, vy que si s satisfait aux conditions (6). et
méme, quand ¢, (x,y) est irréductible, a la condi-
tion (6 ter).

I1 est assez remarquable que ce théoréme ne suppose
aucunement entiers ni rationnels les coefficients de o,

Os_1y vevy Do (*). Quand on prend s=o et o, (z,¥)
irréductible, on retrouve le théoreme IV de M. Thue.

Le théoréme IV de M. Thue peut, grice a des trans-
formations convenables, conduire & montrer 'impossi-
hilité d'une infinité de solutions pour des équations
auxquelles il ne s’applique pas directement. L'auteur
en a donné divers exemples simples (2) @ pour n > 2,
les équations

.Tl+(1-+/\>!l:‘)/]l’ x‘l__]l?:]A)/H,

(2~ h )+ a3=kyn, (2 + h)r—ar= A yn,

avec n, h, k entiers donnés, n’ont chacune qu’'un
nombre fini de solutions en entiers z, §°; on vérifie en
effet que, dans le cas contraire, une certaine ¢quation
de la forme a X% + bY? = ¢, ou|a|, [b], |c| sont des
entiers limités, et a laquelle s’apphique le théoréme 1V

(') On voit facilement, il est vrai, qu'une équation indéterminée
irréductible en 2 et 3> nc peut avoir une infinité de solutions en
nombres entiers sans avoir ses coefficients rationnels. Il est donc
loisible de supposer a priori tous les coefficients entiers dans la
formule (2). D'apres la mcéme méthode. le théoréme A comporte
certaines cxlensions au cas ou © a un facteur de la forme 2%y .

(1) Mcmoires de la Soci€té des Sciences de Christiania, 19o8,
1™ nole, p. 33.
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de M. Thue, devrait avoir une infinité de solutions en
entiers X et Y.

Les méthodes de M. Thue ne donnent malheureuse-
ment pas en général de procédé trés pratique pour
[’évaluation d’une limite supérieure des valeurs absolues
des solutions en entiers p, ¢.

Mentionnons en terminant que, au point de vue des
applications, le théoréme A précédent esta rapprocher
d’un théoréme de M. Runge (') qui, souvent, ne fait
pas double emploi avec lui.

Remarque. — Si l'on pouvait établir pour les quan-
tités | p — B:q | (B:réel), quand g est assez grand, une
limite inférieure cg=* plus avantageuse que celle qui
résulte du théoréeme I de M. Thue, la formule (4 bis)
donnerait lieu & un théoréme corrélatif analogue au
théoréme A, mais plus avantageux.



