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[K'2e]
SUR UNE CURIEUSE FIGURE RELATIVE AU TRIANGLE ;
Par M. V. THEBAULT,

Professeur a Ernée (Mayenne).

Dans ce qui va suivre nous considérerons un
triangle ABC dont les cotés sont

BC=a, CA=06, AB=c:

les hauteurs AA/, BB, CC'; O, I, I, I, 1. les centres

des cercles circonscrit, inscrit et exinscrits de rayons

respectifs R, r, ra, 14, re; D, E, F, Dg, E. Fg,
Dy, Es, Fs, D, E., F. les contacts de ces cercles
avec BC, CA, AB respectivement; H l'orthocentre
(voir la figure).
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1. Sur les prolongements des ¢6tés du triangle ABC,
marquons, extérieurement au triangle, les segments

ABy=BA, AC,=CA, CB,=BC,
CA,=AC, BC;=CB, BA,=AB.

Nous obtenons ainsi un hexagone B, C,A.B,C;A,
qui nous parait inléressant.

Les triangles By AC,, A,CB,, A;BC, soot respecti-
vement symétriques du triangle ABC par rapport aux
bissectrices extérieures desangles de ce dernier triangle.
Les droites B,C,, A.B,, A;C;, antiparalléles des
cotés BG, AB, CA par rapport aux angles A, G, B res-
pectivement sont donc les secondes langentes com-
munes extéricures aux cercles exinscrits I et I, I, et
L, Lo et I.. D’oii cette premiére propriété :

Les ciotés d'un triangle ABC prolongés découpent
/'cspocl[vement sur les langentes communes exté-
ricures aux ceicles exinscrits au triangle des seg-
ments égaur aux cités de ce triangle.

Considérons le triangle AB, G, par exemple. La bis-
sectrice intérieure IA de ABC contient aussi le
centre M du cercle inscrit 8 AB,C,;. Comme AM =14\
et que le point 1 est 'orthocentre du triangle 1,11,
M est un point du cercle O, circonscrit a 1,I51., cercle
homothétique du cercle O circonscrit & ABC, le centre
d’homothétie étant I et le rapport

1A 1

IM ™ 2
Soit alors D, le contact du cercle inscrit M avec B, C,;
D,1, passe en O, et

O‘D|= O11\I+1“D1=‘2R+I'.
De méme
O]El: OxF,=2R+r=OlDl,
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et on a ce résultal remarquable :

Le triangle afy, formépar les droites B, Gy, A, By,
C; Ay, c’est-a-dire par les tangentes communes exté-
rieures aux cercles exinscrits lyet 1., 1, et 1y, [, et 1,
du triangle ABC, qui est directement homothétique
au triangle orthique A'B'C/, est circonscrit & un
cercle de centre O, et de rayon

r+unro+nro+re
2

2R+ r =

Les angles du triangle v, respectivement égaux a
ceux du triangle orthique A’B'(Y, sont

=—2\, ©—2B, ©—2C.

Par suite les cotés Py, vz, «ff font respectivement
avec BC, CA, AB trois angles

(G—=B), (G—A), (A—B),

Le triangle 3B,B,, par exemple, est isoscele et le
milieu de la base B,B; est le contact E; du cercle
exinscrit I, avec CA, car

BB,

Biiy=c+p—c=p= 5

BEs est donc bissectrice intérieure du triangle ofy, de
méme que oD, et YFc et le centre du cercle inscrit au
triangle af}y est 0,.

Le triangle rectangle 2O, D, donne immédiatement

0,D, = o.bsin@_ B>

= OyfcosB
01,4+ 1,8) cosB
=2RcosB+ry

i

=2R(1—cosB)+rp—r+2R+r=2R+r.



(292 )
Nous avons ainsi une vérification trigonoméirique de
la propriété précédente.
Soient Py et Q, les contacts du coté ﬁy avec les
cercles I, et [.. Ces deux cercles élant aussi exinscrits

au triangle AB,C,,
PiCi=p—aq, BiQ=p—a

[+
P

l)lQl= P Ci+ Cy B+ BIQ1= b +c.
De méme
P,Qr=a+0b, P;Q3=a+c;
et :

Les segments compris entre les contacts des
tangentes communes exléricures aux cercles ly
et 1., 1o et 1., 1o et 1y sont respectivement égaux
a la somme des deux cdtés correspondants du
triangle ABC.

On en déduit que 'on peut toujours construire un
triangle § avec les droites I, Q,, P2 Qy, P3Q.
Par rapport aux él¢ments de ABC, ce triangle a pour
périmélire
20a+b+c)={p;
pour surface ‘

S =ypabe =abec(a—+b+c).
Le cercle inscrit a pour rayon
g*=2Rr = R:— OI .

Ce rayon n'est autre que la perpendiculaire Ow a Ol
en [ et limitée au cercle circonscrit O au triangle ABC.
Le cercle inscrit & ce triangle § détermine sur les
cotés des segmenls égaux aux colés a, b, ¢ du
triangle ABC.

Le rapport d’homothétie du triangle 23y et du
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triangle orthique A'B'C’ de ABC est

2R+ r
’
2R cosA cosBcosC

2R cos A cos Beos CC élant en effet le rayon du cercle
inscrit @ A'B’'C! en fonction des éléments de ABC.
En désignant par a,, by, ¢, les cotés de 23y, on a

2R +r __(‘).R—+—r)sinA

T

@ =BC 2RcosAcosBcosC  cosBcosC

de méme

_GRamsinB (GR-)sinG,

) c v
cosA cosC ! cosA cosB

by

On tire de la le demi-périmétre py, la surface Sy et le
rayon R, du cercle circonscrit, de 2.3+ :

pi1= (2R~ r) tangAtangBtangC,
S;= (2R + r)2tangA tangB tangC,

2R+ r

Ry= 4 cosA cosB cosC

Comme d’autre part @, peut s’écrire
|

a,=r,tangB + r.tangC + b +c,

ou )
a, = ri(tangB + tang Q),
et que
A . B
re= 4R cos~ sin—cos—,
2 2 2
C

A B . C
re = 4R cos— cos— sin —,
2 L2 2

il résulte que

ry=R(1+ cosA +cosB+cosC)=R{1+ E\)
r/

\
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D'od une troisiéme fagon d’obtenir ce rayon r, du
cercle inscrit au triangle af3y (*).

2. Les symétriques des points B, et G, A, et B,,
Cs et A, par vapport aux sommets A, B, G détermi-
nenlaussi un triangle 2’ 3’y dont les cotés sontrespec-
tivement antiparalltles de ceux du triangle ABC dans
les angles A, B, G. Ces cotés de 2/8'y" sont les tan-
genles communes intérieures aux groupes de cercles 1
ctl,, [etls, I etI.. Cestangentes sontles symétriques
des cotés BC, CA, AB par rapport aux bissectrices
intérieures des angles du triangle ABC.

Par conséquent :

Les tangentes communes intérieures aux cercles I
et Iy, Letly, Letl, forment un triangle o 3'y' inver-
sement homothétique auz triangles afy et A'B'C/ et
découpent sur les cétés du triangle ABC des seg-

ments  respectivement égaux aux cotés de ce
triangle ABC.

Le triangle /3’y a pour cercle inscrit le cercle 1

() Ces formules ont été signalées déja, dans Mathesis notam-
ment, 1911, p. 208-209, par MM. Neuberg et Déprez a propos d’une
communication de M. Hayashi, professeur au Collége des Sciences
pres de 'Université de Tokio : Swr un théoréme japonais. Nous
renvoyons & cel intéressant article les lecteurs que pourrait inté-
resser U'historique de la question que proposa dans Mathesis, en
1896, p. 192, M. Neuberg :

Soient 0,1, 1. 1, 1, les centres du cercle circonscrit et des
cercles inscrits et exinscrits a un triangle ABC, et soient R, r,
ra 1y, r, les rayons de ces cercles. Les quatriémes tangentes
communes a deux des cercles 1,1, 1, forment un triangle A,B,C,.
Deémontrer que le cercle inscrit a A;B,C, a méme centre que le

cercle circonscrit aw triangle 1,1,1_ et qu’il a pour rayon

r—+ r, -+ ",,+ r.

rir=2R+r= 2
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inscrit au triangle ABC. Ses angles sont encore

n—2A, ®—2B, =—2C,

et les cOtés font respectivement avec BC, CA, AB les
angles
(C—B), (G—A), (A—B).

Si P et Q), P, et Q, Py et Q) désignent les contacts
des cotés du triangle o/ B’y avec Let Iy, Tet1,, Let1,
respectivement,

PiQi=a—e¢, PyQi=a—b, PiQj=b—c
et:

Les segments compris entre les contacts des tan-
gentes communes intérieures aux cercles 1 et 1,,
Iet Iy, I et 1. sont respectivement égaur aux
différences des deux cdtés correspondants du
triangle ABC.

Lerapport d’homothétie des triangles o’ 'y et A’B'C/
est
,
2R cosA cosBcosC

En désignant par @', b, ¢| les cotés du triangle o/ 3'y’
on a
, rsinA . rsinB ., rsinC

a,:————-————, W= Cl'—

- > —_—
cosB cosC cos A cosC cosA cosB

1l en résulte immédiatement le périmétre p', la sur-
p P
face S, et le rayon R du cercle circonscrit a o'3'y":

P =r tangA tang B tangC,
S =r2tangA tangB tangC,

R, = :
'™ 4cosA cosBcosC

En se reportant aux formules du précédent para-
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graphe, on obtient par exemple

2Rsin A

/
ay—a, = —p -7
! cosB cos G

d’ott

S(ay—ay) =

R sin? A + sin2B + sin2C
cosA cosBcosC

= {RtangAtang B tangC,

YX(a;+ay) = 4(R+r)tang AtangBtangC
=o2tangAtangBtangC(acotA +beotB+ccotC).

3. Les triangles 23y et o/ 3’y homothétiques a A/B'C
sont inversement homothétiques entre eux. Le centre
d’homothétie L, est un point situé sur 10,, entre 1
et Oy, et tel que

1.,O, 2R 4+ r
N
d’on

10,  2(R+7r) 2R—r,—r

T 1 — >
Ll / xry—r

x, ¢tant la distance de L, a BC.
On déduit

r(ra—1re) _r(ra+re) __r(ra—+ry)
! i N'—‘).(R—kr)’

T o (Rr)’
¥y et 3, étant les distances de L, & CA et AB.

Les coordonnées normales de L, par rapport au
triangle ABG sont donc

Ly, Tty T+ Tl
ou

A B C
CoN?—, CO0s?—, cCost—,
2 2 :
ou encore
1+ cosA, 1+cosB, 14 cosC.

Nous reviendrons sur ce point tout & I'heure.
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4. Les bissectrices Al, BI, CI 1encontrent respecti-
vement le cercle O, circonscrit a 1,151, en M, N, P.
Les tangentes en ces points au cercle O, déterminent
letriangle tangentiel'T du triangle MNP, Ce triangle T
est inversement homothélique du triangle o' %'y'. Le
centre d’homothétie L, est un point de 10, tel que

DS
L,0; 2R’

Les distances 2',, )7, 5, de ce point aux cdtés du
triangle ABC sont
o R=r) (R rGR—),

2 2R~ » 2R +»r

— 32:

SR

L} a pour conjugué harmonique par rapport a I et O,
un point L,, centre de similitude externe des cercles |
et O, circonscrit a 1,1;1,., que nous allons déterminer
par ses coordonnées normales par rapport 3 ABC.

Cherchons I'intersection L, des droites I, D et 1,E.

Les coordonnées normales des points D, E; F sont

G B G A
0, cos?—, cos?—; cost—, o0, cos?—,
2 92 2 2
B A
cos? —, cos2—, o,
P 2
celles de 1,, 1;, I, sont
(—1, 0, 0), (1, —r1, 1), (1,1, —1).

Les équations des droites I, D, I E sont donc

n oy
x P {
C . B
o cos2— cos?— | = o,
2 2
—1 1 1
x B 1
C
cos? — o cos?— | =o
1 —1 1
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ou

a(cos’ 9 — cos? E) —B cos’E + v cos’-C— = o,
2 2 2 2

o cos2é + B(cos’é — cos? 9) —v cos’g = o.
Py 2 2 2

Les coordonnées normales de L, sont donc propor-
tionnelles anx déterminants tirés de la matrice

B

G B C
cos? — — cos? — — cos2— cos? —
2 2 2 2

A A C
cos? — cos? — — cos®— — cos? —
2 2 2 2

. . G
ou, aprés suppression d'un facteur cos? —» aux quan-
Lités
B C A
c0s? — 4 c0s?2— — cos?—,
2 2 2

C A B
c0s8?2 — + cost— — cos?2—,
2 2 2

A B C
c082 — ~+ c0s?— — cos? —,
2 2 P)
ou

. A B
sin — COS — COS —»

2 2 2
. B C
sin — €c0s — COS—»

2 2 2

B

. G A
SIn — COS — COS —
2 2 2
ou enfin

A B C
" tang—, tang—, tang -

Ce sont ces coordonnées auxquelles nous sommes
arrivé géomélriquement dans notre Mémoire : Sur
quatre triangles homothétiques (Nouvelles Annales,
mai 1915, p. 193), en obtenant les distances x,, ¥, 3;
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de L, aux c6tés BC, CA, AB:

” rrg rry s rre
— 3 g = ——————) = e———
T OR—r Y 2R—1r T OR—r

Nous devons ici ajouter une curieuse propriété de ce
point,

Il est l'incerse triangulaire, par rapport au
triangle ABC, du point de Lemoine K' du triangle
I 1..

K' a en effet pour coordonnées normales, par rapport
au triangle ABC,

A B C
cot—, cot—, cot— (!).
2 2 2

Ceule remarque donne quelques propriétés du point
de Lemoine d'un triangle.

L. est d 'intersection des trois dvoites 1, D, LE, I, F.
Il est de plus le point de concours des droites ADY,
BE', CF, D', E', I’ étant les pieds des hauteurs du
triangle DEF, car A, B, C et D, E, I sont des points
homologues dans les triangles semblables ABC
et D'E'F,

Les symétriques AD", BE’, CF" des droites AD’, BE',
CF’ par rapport aux bissectrices Al, BI, CI détermi-
nent par leur intersection l'inverse triangulaire, par
rapport & ABC, de L,, c’est-a-dire le point K’ de
Lemoine du triangle 1.1,1..

Donc d’une maniére générale :

Le point K de Lemoine s'obtient en joignant les
pieds des hauteurs d’un triangle aux symétriques

(1) J. NeuBERG, Sur U’hyperbole de Feuerbach (Mathesis,
avril 1893, p. 81-89g).
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des pieds des hauteurs du triangle des contacts du

cercle tnscrit au trmngle ort/uque par rapport aux
milieux des cités de ce dernier triangle.

On peut toujours Lracer trois cercles wq, ws, w,
tangents respectivement aux  cOtés B'A7 et A'C
A'B et CB, C'B" et A’C’ du triangle orthique et inté-
rieurement au cercle circonserit O au triangle \BC.
Soient \", B") C" les conlacts de ces cercles avec le
cercle O,

Les cercles H, inscrit au triangle \'B'C’, et v,, par
exemple, ont pour centre de similitude externe le som-
met \'; les cercles O et w, ont pour centre de simili-
tude externe A”; L, est le centre de similitude externe
des cercles O et H. Ges trois points A\ L, et A” sont
en ligne droite. Par conséquent :

Sidans un triangle ABC on trace les cercles w,,
Wy, W, re.s'/)evli('(’menI langents, intérieurement, au
cercle circonscrit O et aux cétés B'A' et A'C/, A’
et G, CB et A'C du triangle orihique, les
droites A'A", B'B’, CC" qui joignent les pieds des
hauteurs aux contacts avec le cercle circonscrit, con-
courent au point L, incerse triangulaire, par
rapport &« A'B'C, du point K de Lemoine du
triangle ABC.

Ou encore, les triangles A'B'C/ et \"B'C" sont
homologiques et le centre d’homologie est le centre
de similitude externe des cercles O circonscrit a ABC
et Hinscrit a \'B'C, ’est-a-dire Uinverse triangu-
laire du point K de Lemoine du triangle ABC par
rapport au triangle orthique A'B'C'.

Les cercles O, et 1, qui correspondent aux cercles
précédents O et H d’un triangle ABC, ont pour centre
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de similitude interne un point L, de 10, qui n'est autre
que le centre d’homothétie interne des iriangles a3y
et a’B'y" du paragraphe 3.

L, a pour inverse triangulaire par rapport 8 ABC le
point A de coordonnées normales

1 1 1
’ ’ T
1+ COsA 1+ cosB 14+ cosC

Nous appellerons i lc correspondant du point K’ de
Lemoine de 1,151.; @l est situé sur Ulyperbole de
Feuerbach, imverse triangulaire de la droite 100,.

On peut construire aussi trois cercles w),, wj, w, res-
pectivement tangents aux cOtés BA et AG, AB et CB,
CB et AC, et extérieurement au cercle circonscrit O,
de I.I;lc en A", B, C|. On démontre comme précé-
demment que les droites AA’,, BB, CC| concourent
a Uinverse triangulaire Ly de i pur rapport & ABC
ou que les triangles homologiques \BC et A’ B\ C|
ont pour centre d'homologie 1.,.

3. Considérons aussile triangle tangentiel T a ABC
par rapport au cercle circonscrit O. 1l est inversement
homothétique au triangle '3'+'; le centre d’homo-

thétie Ly est encore un point de 10 tel que

]:31 o,
1,0~ R’

autrement dit [L; est le centre de similitude interne des
cercles inscrit et circonscrit au triangle ABC.

Les droites qui joignent les sommets du triangle ABC
aux contacts homologues du cercle 1nscrit avec les
cotés du triangle o’ 3'+/ se coupent en L;. Comme cha-
cune de ces droites est symétrique de AD, BE, CF, par
rapport aux bissectrices intérieures des angles du
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triangle ABG, on obtient ici une autre démonstration

de cette propriété que nous avons donn¥e dans cette
Revue ('):

Dans un triangle, Uinverse triangulaire du point
de Gergonnel est le centre de similitude interne des
cercles inscrit et cireonscrit.

Les trois triangles homothétiques 23y, /3’y et T ont
pour droites homologues

2R+r, r et 2R.

Dol cette propriété remarquable que 'on peut rap-
procher de celle contenue dans notre Mémoire : Sur
quatre triangles homothétiques (Nouvelles Annales,
mai 1915, p. 200) :

Toute droite du triangle a@*" égale la somme des
droites homologues dans les triangles I et o/§'y'.
En particalier, les cétés du triangle o3y égalent
respectivement la somme des cétés homologues dans
. T 1@l
les triangles T et o/ '+,

6. Les triangles 23y et A’B'(V des pieds des hauteurs
de ABC ont pour centre d’homothétie un point L,
de O,H tel que

LiH _ »RcosAcosBcosC
L,0, — 2R+ »r

Les coordonnées normales de ce point, par rapporta
Pun ou a I'autre des triangles \'B'C’ et a3y, sont

A B C
cot—, cot—, cot—-
2 2 2

(') R. GoormaGHTIGH et V. THEBAULT, Sur une question de
Mannheim et ses applications a la geometrie du triangle (Nou-
velles Annales, t. XVI, 1916, p. 10}).
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De méme o' 3’y et A’B'CY, inversement homothé-
tiques, ont leur centre d’homothétie L) sur IH de telle
facon que

LI r
L H ™ 2R cosAcosBcosC

__RsinAsinB sinC_Rlan AtaneB tane G
~ pcosAcosBcosC  p gatangBlang

__tangA +tang B + tangC
~ sinA+ sinB 4+ sinG

7. Dans le cas particulier o le triangle ABC est rec-
tangle en A, le précédent paragraphe présente quelque
curliosité.

Le triangle orthique A'B'(Y étant dans ce cas aplate
suivant la hauteur AA’ velative a 'hypoténuse, deux
cotés de chacun des triangles a3y et o/3’y’ deviennent
paralléles et perpendiculaires a 'hypoténuse.

On a, par suite,

Fq=10r—+I'p+re
ou
ro+re= 2R,

et dans un triangle rectangle la somme des rayons
des cercles exinscrits dans les angles aigus égale
Uhypoténuse.

8. Formonsles triangles D E, F, etD',E| F| des con-
tacts des cotés des triangles a3y et o/ B’y avec leurs
cercles inscrits O, et I. Ces triangles sont, le premier
directement, le second inversement homothétiques au
triangle ABC.

On a en effet, par exemple,

N AN TN
vDiEy=90°—y=C=AC;B,.

Les droites AD, et AD) sont du reste symétriques
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de AD par rapport a Il.. Les trois points Dy, A et D
sont par suite en ligne droite. Il en est de méme de I,
BetE|, F,, Cetl.

Ces trois droites D, A D}, E,BE,, I',CF|, symé-
triques respectivement de AD, BE, CF par rapport aux
hissectrices Al, BI, Cl, son¢ concourantes au point 1.,
inverse triangulaire du point de Gergonne J
de ABC.

L; est par suite le centre de similitude commun aux
deux groupes de cercles O, circonscrit a D, E,Fy et O,
Oetl.

De plus, en nous rappelant notre Mémoire précé-
demment cité : Sur une question de Mannheim et
ses applications a la géométrie du triangle. nous

to)
obtenons ce résultat:

LesdroitesDy ADE,BE, 15, CIY rencontrent res-
pectivement le cercle O circonserit au triangle ABG
aux points de contact des cercles tangents extérieu-
rement a O et respectivement aux cotés B\ et \C,

ACer CB, CB et B\,

9. Les triangles 22y et ABC sont homologiques; car
la droite Az, par exemple, qui joint les centres de simi-
litnde externes \ et a des groupes de cercles [ et I,
I, et Oy inscrit au triangle 23+, contient aussi le centre
de similitude exterue des cercles Oy et I, c'est-a-dire
un point R de 10, tel que

Rl r
RO; — 2R+ r

Les distances z,, 3, 5, de ce point aux cotés du

triangle \BC sont
L) rer 4 rg) _ rir+r¢)

r, = , y T e 5y T e
! 2R

YiETORO 2R
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Les coordonnées normales de ce point par rapport
a ABC sont donc

r—+r.y, r-ry r-r.
ou

A B—C . B A—C .G A—B
sin — cos s sin — cos ’ sin — cos
2 2 2 2

Le centre d’homologie des triangles 23y et ABC est
donc ce point R; I'axe d’homologie est la droite A
qui joint les pieds des bissectrices extérieares du
triangle ABC.

Les triangles afy et 1, I;I. sont aussi homologiques;
le centre est Oy et I'axe la droite A précédente.

D’ott cette propriété :

Les triangles aBy, ABC et 1,11, sont homologiques
entre eux; 'axe commun d’homologie est la droite A
des pieds des bissectrices extérieures du triangle ABG
et les centres respectifs sont le centre de similitude
externe des cercles 1 et O, de rayon 2R +r, le
point O, et le centre 1.



