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[K'2d]
SUR UN THÉORÈME DE M O U S ;

PAR M. AURIC.

Ou sait d'après un théorème de Mœbius que, si un
nombre quelconque de vecteurs planaires V<, V2, V3 , . . .
liés à des points A,, A2, A3, ...tournent d'un même angle
( pris avec son sens) autour de ces points la résultante R
de ces vecteurs passe par un point fixe P et tourne du
même angle autour de ce point.

Appliquons ce théorème général au cas particulier
d'un triangle de référence A, Aa A3.

Posons

a , - a a = A,, p2 —p3=Bi.

On trouve aisément que les coordonnées barycen-
triques de P sont

x s1n\ A2— B3/ -+- a^a^b-^bx sin\À3— B2/

b\ sinAj— a\ b2

et deux autres expressions analogues.
En particulier si les vecteurs sont parallèles



d'où

( /\ /\ /\ \
a$aibi sinA2H- #i #2^3 sin A3-h a^a^bx sin Ai/.

et, comme l'expression entre parenthèses est symé-
trique, les coordonnées de P sont

bu b*> bs>

ce qui constitue la définition même des coordonnées
barycentriques.

Décomposons le vecteur V4 suivant les côlés A< A2

A,

et A< A3 du triangle et appelons V<3, V i 2 les compo-
santes ainsi obtenues.

Considérons d'une part V,3 , V21, V32, et d'autre part

v,2,v23,v31.
On démontre aisément que chacun de ces groupes

de trois vecteurs a une résultante qui passe par un

point fixe Pi ou P2 dont les coordonnées sont

A3—B2/ sinyAt —B3y sin\A2— Bt )
[ f l ) , y •

(P.)

En particulier, lorsque les vecteurs sont parallèles



ces coordonnées deviennent

et les deux points P< et P2 sont brocardiens.

Les deux résultantes partielles passant par P< et P2

se coupent en un point M situé sur la résultante géné-
rale VM et le lieu de ce point M lorsque les vecteurs
tournent autour de leurs points d'attache est une
conique circonscrite à P P< P2.

L'équation de celte conique est

^asbl sin Aj -4- b^b^a\ sin Bj / = o.

En particulier si les vecteurs sont parallèles cette
conique devient

£a.2<73 sin Ai (b^b^ m\ — b\ m2m3) = o,

et l'on reconnaît la brocardienne du point

On voit ainsi que cette conique peut être considérée
comme dérivant directement du théorème de Mœbius
et comme susceptible d'une généralisation immédiate
dans le cas où les vecteurs donnés ne sont pas pa-
rallèles.

En particulier, si l'on a

le lieu de M est une conique circonscrite à A< A2 A3

— b^bza\) sin Ai w 2 Wj = o.



Les coordonnées des points fixes sont alors

a b J a b >
r» x ö^l &î &Î

(P i ) \-> j-y j -
a 3 Ö2 a<\ t>3 &<i t>\

(P \ ai a* a*
(p2J TT~y „ A >

Lorsque V4 -+- V2 H- V3 = o les points P, P,, P2 sont
rejelés à l'infini.

Il est clair que les propositions précédentes peuvent
être généralisées et appliquées à un nombre quelconque
de points A,, A2, . . . , Aw parcourus dans l'ordre
ci-dessus ou dans l'ordre inverse; il en résulte que
quatre points, par exemple, définissent trois paires de
points brocardions et trois brocardiennes passant par
le point fixe du système des quatre vecteurs.


