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[M'3e, M32c]
EXTENSION DES THEOREMES DE FREGIER
AUX COURBES ET AUX SURFACES ALGEBRIQUES;

Par M. C. SERVAIS,
Professeur a ’Université de Gand.

1. On joint le sommet M d’un triangle MAB a un
point S du coté AB; les dvoites menées par les som-
mets A et B, paralléles respectivementaux c6Lés oppo-
sés, rencontrent MS aux points Ay, B,. On a

l I
(a) S B,
Soient X le point (A4, BB.), O le milieu de AB,

S’ le point d’intersection de MS avec la paralléle menée
par X au c6té AB. On a

(A;B,MS') = (ABO %) =—1
ou
1 I 2 1

Ma, TMB, NS MS’
Soient A, le point d’intersection de MS avecla

perpendiculaire élevée au point A sur MA; a, b, n les
semi-droites MA, MB, MS; on a

MA = MA, cos(na), MA :sin(bn) = MA,:sin(ba),

donc
cos(na)sin(ab)

(b) MA, = M4, sin (20)

() FREGIER, Annales de Mathématiques de Gergonne, t. VI,
p. 229 et 231; t. VI, p. g1,
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2. On joint le commet M d’un tétraédre MABC A un
point S de la face ABC; les plans 2, 3, v menés par
les sommets A, B, C respectivement paralléles aunx
faces opposées rencontrent MS aux points Ay, B,, C,;

on a

1 1 1

]
(e) MS T MA, T MB, T NG,

Soient 8/, B/, (' respectivementles points (BC, AS),
(2, MS'), (v, MS'); 5" le point d'intersection de MS
avee la paralléle menée par 8" 4 MA; les droites B'B,,
C’ C, sont aussi paralléles & MA. On a, d'aprés I'éga-
lité (a),

I I 1 I 1 [
My - w2 MS' — MB, T NG,
1 I I 1 i

1
Ms T MS T Ma, T MA, T MB, T MG,

On désigne par y, 5 deux semi-droites faisant avec
la semi-droite £ =DMS un triédre trirectangle; par a,
b, ¢ les semi-droites MA, MB, MC; par o3,
%y PaYas %3 Bays les cosinus directeurs de @, b, ¢ rela-
tivement au triedre xys. Le plan a4 a pour équation

—MAx, »—MA8, - MA,

2 =0
n N
2 23 V3

pav suite,
sin(abce)
MA=MA g

Le plan mené par A perpendiculairement 3 MA
coupe MS en Ay ona

MA = M\, 2,
donc
t 1 sin(abe) 1

(@ MA, = MA, %y sin(abc)'
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Un cone du second ordre ayant pour triédre prin-
cipal zyz a pour équation

Az?4+ Byr+ Cz2=o.
Le tricdre abe est conjugué a ce cone sil’on a

Axjay+ BB Ba+ Cyiy2=o,
Aojag+ Bﬁiﬁﬁ— C‘{1‘{3: o,
Axyay+ BBy B3+ Cyays =o.

De ces égalités on déduit

Aoy (arys — a3v1) = BBa(Bavi— Bivs),

Aa:(a, ,32— %y [el) = C‘{s(?l‘{a—“ ?:Ya),

ou
(e) sin(zca) _ A sin(yca) sin(rab) A sin(zab)
az B 'F'z ’ a3 —C 3
Les égalités (e) et leurs analogues donnent
sin(zbe) By _ sin(zeca) L _sin(zab) B3 A
(f sin(ybc) 2, sin(yca) 2, sin(yab)a; B’
) sin(xbc) i sin(zea) vy,  sin(zab) 13 ;A
<in(sbc) % sin(zca) 2,  sin(zab) a; G

Ces relations constituent pour le triédre principal du
cone la propriété analogue a celle exprimée par la
relation

tang(ax)tang(a’'x) = coust.

pour le couple rectangulaire zy d’une involution de
rayons. On peut écrire ces relations sous la forme

sin(2bc) sin(axz) _ sin(zca) sin(bxz) sin(xab) sin(cxz)
sin(ybc) sin(ayz) sin(yca) sin(byz)  sin(yab) sin(cysz)

sin(zbc) sin(axry) sin(zxca) sin(bzy) _ sin(zab) sin(czy)
sin(zbc) sin(azy) sin(zca) sin(bzy) sin(zab) sin(cz_y)‘
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Elle sont alors applicables a deux triédres conjugués
quelconques.

3. Deux cordes p, q issues dun point M d’une
courbe algébrique d’ordre n et conjuguées dans
une involution rencontrent la courbe aux points P,
Py, ..., P_y; Qi, Quy ..., Qu_y. Les droites P,Q,,
P.Q,, ..., Py Qu_, déterminent sur la conjuguée
n de la tangente en M, dans l’involution considérée,
les points X, Xy, ..., X,_y. Le conjugué harmo-
nique de M relativement au systéme de points X est
un point S indépendant du couple py choisi dans
Uinvolution.

Soient A, B les conjugués harmoniques de M rela-
tivement aux systémes de points P, Q. La droite AB
est la droite polaire du point M par rapport au sysiéme
de droites PyQ,, PyQ,, ..., Pr_iQu_y, et le point
S=(n, AB) est le conjugué harmonique de M relative-
ment au systtme de points X,, X,, ..., X,_,. Les
points A, Bappartiennentalaconique polaire du point M
relativement a la courbe algébrique considérée et le
point S cst le pole de I'involution déterminée sur cette
conique par les couples pg. Le point S est donc indé-
pendant du couple choisi pg.

4. Les paralléles menées par les points Py, P,, ...,
Po 1, Q4,Qu. ..., Qu_y respectivement aux droites q

et p déterminent surladroite n les points P, P,

P:,_., Q;7 Q’_n KRS Q/n—fv ona
n—1 [l I I
® MS _ZMP’, +EMQ’,’

car si les paralléles menées par les points A, B respec-
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tivement 4 ¢ et p coupent la droite n en A’ et B/, on a

n—ri I n—i 1
MA’ ”2 MP}’ MB’ _E MQ;

Mais, d’apres1'égalité (a), on a

t

S

Ainsi symétrique de M par rapport aun point S est le
conjugué harmonique de M relativement au systéme de

. f , ’
points P\ Py, ..., P,_; Q, Q,, ..., Q),_,.

T

* MB”

§l—

donc

5. Au point M d’une courbe algébrique on méne
deux cordes p, q conjuguées dans une involution
dont le couple rectangulaire est formé par la tan-
gente et la normale n au point M. S¢ R est le rayon
de courburede lacourbe aupoint M; Ny, No,y ..., Ny,
les segments comptés a partir de M et déterminés
sur la normale n par la courbe considérée; S la con-
Juguée harmonique de M par rapport aux points X,
Xoy ooy Xy (3);0na

I I 1 n—1 tang(np)tang(ng)
@ G ST TN TS 2R

On désigne par P} le point de rencontre de la nor-
male n avec la perpendiculaire élevéeau point Py sur p.
L’égalité () permet de remplacer larelation (1) par la
sulvante :

sin(pg) Tzt = tang(np) tang(ng) SR B

sm(np)
T Cos(nq) 2 MQ;”
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Dans 'involution considérée au point M le produit
tang (np). tang (ng) est constant, et si dans la précé-
dente égalité on substitue au couple pg la tangente et
la normale au point M, 'un des points P}, P,, ..., P, _,
est I'extrémité du diamétre du cercle osculateur en M
et les autres sont a l'infini. Quant aux points Q),

%y -1 Qh_y, ce sont les points de rencontre de la
normale avec la courbe. On a d’ailleurs dans cette

hypothése

cos(ng)=r1, sin(pg) =—sin(np) =1,

donc
1 1 1 n—1 _ tang(np)tang(ng)
N, TN, TN, T NS T 2R ’

6. Si N est le segment déterminé par la conique
polaire du point M sur la normale n, R’ le rayon de
-courbure de cette conique en M, on a, d’apreés la for-

mule (2),
11 tang(np)tang(ng)
N MS 2R ’
Mais
n—i ___l_+_l_+ . 1
NN, N TN
donc

R'=(n—1)R.

Si Ry, représente le rayon de courbure au point M
P y P
d’une courbe polaire d’ordre n — & de ce point, onade

meéme

R'=(n—h—1)Ry;
par suite,

1 n—h—11

R, n—1 R

Aiusi : En un point d’une courbe algébrique, les
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courbures des polaires successives de ce point for-
ment une progression arithmétique ().

7. Si P'involution considérée (pg) est orthogonale

on a
___n—I~L+_[_+L+ +‘ (2)
MS T 2R N, N, UTUNL ’

On conclut de la : S7 la conique polaire de M est une
hyperbole équilatére, on a

I 1
.. = =0
N, Np—t ’

LR
2R N,

car le point S est alors 4 I'infini. Dans cette hypothése

1 1
2 MP7 *2 MOQT

8. Les arétes a, b, ¢ d’un tri¢dre ayant son som-
met en un point M d'une surface algébrigque
d’ordren, et conjugué aun céne donné, rencontrent
cette surface aux points P, Py, .... Pu_y; Qy,
Qay ooy Quois Ry Ry, oo, Ryl Les plans Py Q, Ry,

on a aussi

P, Q. Rs, ..., Py Qu_y R,y déterminent sur le
rayonpolaire x du plan tangent en M, relativement
au céne consideré, les points Xy, X,, ..., X,_,. Le
conjugué harmonique de M relativement au systéme
de points X est un point S indépendant du triédre
conjugué choisi.

(') MouTarp, Nouv. Ann. de Math., 186Go, p. 195. — C. SERVAIS,
Bull. Acad. Belgique, 1891, p. 364.

(*) PoNcELET, Traité des propriétés projectives des figures, t. 11,
1886, n° 362. Cette formule, établie par Poncelet & I'aide d’autres
considérations, met en évidence la propriété (3) pour une involu-
tion orthogonale et par projection pour une involution quel-
conque.
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Soient A, B, C les conjugués harmoniques de M
relativement aux systémes de points P, Q, R. Le
plan ABC est le plan polaire de M par rapport au sys-
téme de plans P, Q,R,, P,Q,R,, ..., Pr_ i Qu_ R,
et le point S==(z, ABC) est le conjugué harmonique
de M relativement au systéme de points X, X,, ...,
X, _y. Les points A, B, C appartiennent ala quadrique
polaire du point M relativement a la surface algébrique
considérée; donc, d’aprés le théoréme de Frégier, le
point S est indépendant du triédre conjugué pgr
choisi.

9. Les plans menéspar les points Py, Py, ..,, P, _y,
Qi Quy ooy Qu_yvy Ry Ry, .., Riy, paralléles res-
pectivement aux plans be, ca, ab déterminent sur
la dl'oile z les systémes de points P\, P,, ..., P, _,,

' ’ ’ ' .
QC’ N2ttt QII—!’ RU 1{2) e RII—I ?On a

(3) s =2 M:”, ~2 M;g; -~ M‘R’l'

Car si les plans menés par A, B, G paralléles respec-
tivement & bc, ca, ab délerminent sur la droite z les
points A’, B', C/, on a

n—ix n—iI 1 n—i 1
“MAT 21\11” ’ MB’ :2 MQ,’ MC’ —2 MR/~

Mais d’apres I'égalité (c),

1 _ 1 1 1
MS T MY T MB T MG’

WS :2 Mll", +2 M:Q’, +Z MlR'l'

Ainsi 1 S¢ MM'= 3 MS, le point M’ est le conjugué
harmonique de M relativement au systéme de

donc
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points P Py, o P QL Q. QR R, L,
R,
10. Si a, b, c est un triédre conjugué & un céne
dont le triedre principal est formé par la normale x
et deux tangentes rectangulaires y et 3z au point M
de la surface; R, R’ les rayons de courbure des sec-
tions normales xy, s au point M; Ny, N,, ..., N, _,
les segments comptés & partir de M et déterminés
sur la normale x par la surface ;S le conjugué har-
monique de M par rapport aux points X, Xy, ...,

X._i (8),0na

cos(za) n—1 _ cos(za) ( 1 [ 1 )
sin(zbc) MS sin(zbo)\N; TN, TN
cos(ya) t cos(za) 1

sin(ybc) 2R - sin(zbc) 2R

On désigne par P le point de rencontre de la nor-
male z avec le plan mené par P, normalement & la
droite a. L’égalité (d) permet de remplacer la rela-
tion (3) par la suivante:

smlidasbc) _ sm(:l'bc)EM;”l - snn({:z;ca)zl_ﬁ_l(TZ
- Sm(zab) 2 MIR’; ’
D’aprés les égalités (e) cetle relation peut s’écrire
(”_')Sinl\(last) _ Sin(sz)ZM;}/{ A sm(g);ca)ZMQ
N % sm(Yzzab)EM_R”l'
Si dans celte égalité on substitue au triédre abe le

triedre zyz, 'un des points Q) et 'un des points R
sont les extrémités des diametres des cercles de cour-

(n—1)
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bure des seclions zy, zz et les autres points Q’, R’
sont a P'infini. Quant aux points P, P,, .,. ce sont les
points de rencontre de la normale avec la surface. On
a d’ailleurs, dans cette hypothése,

sin(abc) = sin(xbc) = sin(yca) = sin(zab),

. °‘1=f32=‘{a=l;
par suite,
n—i1 1 - 1 + 1 +A I +A 1
MS —N, TN, TN, TB3R T TAR

A A R,
En remplagant B’ © par leurs valeurs (égalités f),

on a

oy n—1 o 1

sin(zxbc) MS —sin(.z'bc)ZNl
N TR SR (R
- sin(ybc) 2R sin(zbc) 2R’

11. Sile triédre a, b, ¢ est trirectangle on a

A=B=C,
et l'on a

Il——l___ I ) I ) ) 1 4 I + 1
A]S —_— - T . T

No: 2R 2R’

égalité qu’on peut déduire immédiatement de

nM_sl =2 M:”, +Z M:)’i +Z MIR','

Le cone de sommet M étant isotrope, deux tangentes

veclangulaires quelconques et la normale en M a la sur-
face algébrique forment un tri¢dre conjugué a ce cone.
De la I’égalité connue

1 I
— =+ =7 = const.
R R’

En particulier, si R, R; sont les rayons de courbure



I 1 1
e = R heeet o e
2R1 2 Rg
CoroLrarres.— St au point M la courbure moyenne
est nulle, on a

n—1 1 1 1
e —

’——I\IS =’N-:+'1\—‘;—r—. N,

Si la quadrique polaire de M est un hyperbo-
loide équilatére, on a
1 I 1 1 I

+

>R, 2R2+N—‘+—N~;+...+——-—-Nn_‘:0.

12. Si les points Sy, S, sont les points S (3) rela-
tifs au point M pour deux sections normales de la
surface en M et perpendiculaires entre elles, on a

1 1

s, S, = const.

Car, soient R et R’ les rayons de courbure au point M
de ces sections, on a (7, 11)

n—:1 _ I -+ 1 + I + - I
MS;, ~ 2R " N; "Ny T Naoy’
n—iI . 1 - 1 + 1 + + I
MS; 2R Ny N, 7 Na,
Il—l+ 1 4 I + I +;+ - 1
MS 2R 2R N, N, Ny’
donc
n—i n—-l_n—l+_l_+_l+ L _ const
MS, MS, ~ Ms N, N, TN,

CororrAres. — Le point S relatif au point M
pour la section normale & une tangente inflexion-
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nelle de la surface en M est identique au point S
relatif au point M pour la surface.
Carsi R" =, on a
n-—I1 I ( 1

m—z—=m+~N—!‘+...+—)

et, par suite,
MS| = MS.
Sila courbure moyenne est nulle au point M, on a

I 1 2
—_—— i ———

MS, "M MS

19



