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[B4b]
SEMI-INVARIANTS D'UN POLYNOME;
Par M. G. FONTENE.

1. On appelle semi-invariants d’un polygone X
les fonctions entiéres des coefficients qui ne sont pas
altérées par la substitution y =z + £, ou encore qui
dépendent seulement des différences des racines, de la
forme de la figure formée par les points-racines. Pour
un polynome de degré m, le nombre des semi-invariants
distincts est m, en comptant comme semi-invariant le
coefficient de x™.

On peut former comme il suit un systéme complet
de semi-invariants. Soit

m(m—ri)

m
Xp=axm+ —bgm-14 cam—24 ...
I

les quotients des dérivées par m, m (m—1), ... sont

s
m—1
Xip—1 = azm—1 4 L_l_.lbz-m—z

-_ —2
Lm0 m—2) ey,
1.2
X;= axt+ 2bx + c,

X;=az+ b,
Xo: a.

Si l'on pose
U=axz +6,
d’ott .
—b U
= —4 —
a a
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le polynome X, se transforme en un polynome en U
donné par la formule de Taylor, savoir

Xn (52)+ 2 2 Xy (Z2) -+
a 1 a a

m(m—r1...3) Un-2 (—b) Um
2 -+

1.2...(m —2) am-? a am

X a,

sans terme en U”~'; on a donc, en multipliant par
a"l"'
b

(m)

an—1X,, = Umq4 m YU’"—
I.

m(m—~1)(m
1.2.3

-+ —2Dsym-sp...,

¥y 8, ... étant les expressnons qu’on obtient en rem-
plagant 2 par =2 dans les polynomes

azx+2bx +c,
azxd3+3bxt+-3cx +d,

et en multipliant les résultats par a, a2, ...; on a
ainsi

y=(b2—2b?)+a.c,

8§ = (—b3+3b3)—3ab.c + a.d,

L R I N N I ] )

ou, en mettant a en téte de la suite,

a’
Yy = a.c— b2,
S =at.d —3ab.c + 2b3,
e =ad.e—4arb.d + 6abd.c — 3 b+,

Or I;J' est 'excés de  sur la moyenne arithmétique

—b . .
—— des racines du polynome X; quand on fait la sub-
a
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stitution ¥y =« 4+ h, la moyenne arithmétique des

racines du polynome en y est -——C-‘-I-’- ~+ I, et I'excés de y

U .
ou 2~ h sur cette moyenne est encore = Il suit de

la que @, %, 9, <, ... forment un systéme de semi-inva-
riants, qui sqnt d’ailleurs distincts et en nombre m.

2. Toutinvariant welatif & une valeur de m s’exprime
cn fonction des semiminvariants correspondants, et
devient un semi-invariant pQur les valeurs plus élevées
de m. On a, pour m = 4, les \nvariants

S = ae — 4bd + 3¢?,
T = ace + 2bcd — ad?— ebt— c3;
si on les prend sur le polynome en U, qui n’a pas de
tetme en U3, on a
aS =c¢ -+ 372,

AT = ye — 82— y3;

pour la premiére formule, par exemple, comme on a
U—b

remplacé x par » S a été divisé par a', mais on a

multiplié ensuite chaque coefficient par a3, de sorte
que S a été multiplié par a2. On pourra donc, & partir
de m =4, employer un systéme de semi-invariants

COlnPrenant .
a, Yy 0 (S,T);

bien entendu, ces cinq quantités sont lides par une
relation qu’on obtient en éliminant ¢ entre les deux
formules ci-dessus : cette relation est

ar(yS —aT)=4y3+ 82
Pour m = 4, le polynome en U peut s’écrire y

Ut + 6y U+ 48U + (a?S — 3v2).
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3. Je me propose d’appliquer les semi-invariants a
la discussion des équations de degré 2, 3, 4, 5 au point
de vue des racines multiples, et d’utiliser la transfor-
mation U=ax + b pour la réduction de l'intégrale

f)—Z; dx, X étant un polynome du quatriéme degré.



