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(1543 )

NOTE AU SUJET DE LA COMPOSITION DE MECANIQUE
DU CONCOURS D'AGREGATION DE 1908;

Par M. LE ComTE DE SPARRE.

-

La question de Mécanique pour cette année au con-
cours d’agrégation souléve, au sujet de la théorie du
frottement, certaines questions qu’il me parait intéres-
sant de signaler. Ainsi qu’on le verra en effet, dans
un cas particulier ce probléme conduit a une inddéter-
mination apparente, non dans une question de mouve-
ment, comme dans les problémes signalés par M. Pain-
levé, mais dans une question d’équilibre.

Je rappelle I'énoncé des deux premiéres parties du
probléme, qui sont les seules dont jaurai & m’oc-

cuper :

On consideére dans un plan vertical deux droites
indéfinies se coupant en un point O, Uune z' Oz ho-
risontale, Uautre 30z verticale. Une tige AB
homogeéne pesunte d’épaisseur négligeable, de lon-
gueur 2l et de masse M, est telle que ses extrémités
restent constamment l’une A sur 2' Oz, 'autre B sur
7' OZ et puissent passer sur ces droites d’un cdté a
lautre du point O. Un point particulier D de la tige,
dont les distances aux extrémités A et B resten in-
variables, est attiré par le point O proportionnelle-
ment a la distance; la valeur absolue de la force qui

le sollicite est représentée par %Xg OD, g désignant

Uaccélération de la pesanteur et ) un nombre posi-
tf inférieur a l. On appelle C le milieu de la tige
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et a le segment CD compté positivement dans le
sens CA; enfin on désigne par 8 Uangle que forme
la drowte OC avec la verticale descendante.

1° On suppose que les liaisons auzxquelles est sou-
mise la tige AB soient sans frottement; on demande
de déterminer les positions d’équilibre de cette tige
et de rechercher parmi ces positions celles pour les-
quelles Uéquilibre est stable.

2° On suppose plus généralement que les droites
2'Ox, 3'Os soient dépolies, et que les coefficients de
JSrottement de la tige sur ces droites sotent trés petits.

On demande de déterminer, en fonction des don-
nées et de ces coefficients de frottement, une valeur
approchée des angles § correspondant aux limites
des régions dans lesquelles peut étre placée la tige
sans que U'équilibre cesse de subsister.

Lorsque les liaisons sont sans frottement on a, pour
la fonction des forces,

1t Mg——
U_Mglcos()—-; WOD .

Mais dans le triangle OCD, ou I'angle C est égal
a20('), ona
@2 =02+ a2— 2al cos20,

de sorte qu’en négligeant la constante

U= Mgl(cosﬁ - %coszﬁ).
4

Les positions d’équilibre sont donc données par
I’équation

du a
=) i t —
7 Alglslﬂ()(l-’— 1cose> o,
(') Si la tige est au-dessous de Oz et a 2w — 26 si elle est au-

dessus.
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les positions d’équilibre stable correspondant aux
points pour lesquels U est maximum.
On voit alors de suite que la discussion se résume
dans le Tableau suivant, ol pour |a|>> A on pose

cos0y = — 2
et ou de plus on ne considére que les valeurs de § com-
prises entre o et &, puisqu’a Loute position d’équilibre
située a droite de Z'OZ en correspond évidemment une
symétrique située a gauche.

1° a<< —\:

6 =0, équilibre instable;
§=19,, équilibre stable;

f=m=, équilibre instable.

2° —ASasd:

8 =0, équilibre stable ;

8 =m, équilibre instable;

30 a>A:

8 =o, équilibre stable;

§=10,, équilibre instable ;

§=m=, équilibre stable. .

Passons maintenant a la seconde question.

Soit Z la composante normale & Oz de la réaction
en A; la composante tangentielle de cette réaction
sera ¢fZ ou f est le coefficient de frottement et
ou e =1, le signe devant étre choisi de telle fagon

que

eZ>o0

si le mouvement de A se fait dans le sens négatif, et

qu’au lieu de cela
eZ <o
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si le déplacement de A se fait dans le sens positif (*);
de méme soient X la composante normale de la réaction
de ZZOZ en B et —¢'f'X la composante tangentielle de
cette réaction ou f’ est le coefficient de frottement
de Z/OZ el ¢ ==1, le signe devant étre choisi de

facon que
X >o0

si le mouvement de B se fait dans le sens positif, et
qu’au lieu de cela
X <o
si le déplacement de B sur z’Ox se fait dans le sens
négatif.
Remarquons de plus que, par suite des conditions
géométriques pour

09
0<0<—9
2

donc si la droite AB est au-dessous de 2’ Oz, le dépla-
cement de B a lieu dans le sens positif si celui de A a
licu dans le sens négatif; on doit donc avoir

ee'ZX >o.
Si au lieu de cela

<0<,

v 1A

donc si la tige AB est au-dessus de 'Oz, le déplace-
ment de B a lieu dans le sens négatif sur Z’OZ lorsque
le déplaccment dé Aalieu dans le sens négatif sur 2/ O z;

on a donc
ee’ZX < o.

(') Comme nous Pavons dit précédemment, nous supposons AB a
droite de Z'OZ et par suite § compris entre o et =; de plus, nous
supposons OZ dirigé suivant la verticale descendante.



( 347 )
Ceci posé, nous obtiendrons les équations d’équilibre
de la barre en écrivant que la résultante de translation
des forces et la somme de leurs moments par rapport
a O sont nuls, ce qui nous donnera

(1 ) _“:'—)"(l+a)sin0+/e7,=o,
4 A
(2) Z+I\Ig—i/l—)\g:(l—a)cusﬁ—f’a’x_—-o,
4
(3) 207 sin® — 27X cos® + M glsinl = o.

On tire alors de (1) et (2)

{+

) X(l—!—f_f‘sa'):)’lg[ ,)asinf)—e—‘/a(l—];;nroe(l)],
\ A

i

(5) Z(l—’r—ff’ee')=315’</7;\(1,/"s’qi|)1) - l—%—];u(‘usﬂ),
i

(B

et, en portant ces valeurs dans (3), divisant par M g/ ct
changeant le signe, on aura

(6) sin0<1+ ‘{cosO) + 2f¢ <1—— //—)\a cos()) cosf
4

— ]j—)af'e'sin?() — ff'ee'sinb = o.

Puisqu’on suppose les coefficients de frottement
trés petits, il existera, sauf des cas exceptionnels, dans
le voisinage de chaque position d’équilibre correspon-
dant au cas o il n’y a pas de frottement, une région
plus ou moins étendue de part et d’autre de celte posi-
tion ou le systéme sera encoreen équilibre par suite du
frottement.

Comme nous supposons f et f' trés pelits, nous
négligerons (sauf le cas ou les termes du premier degré
par rapport a ces quantilés disparaitraient) les termes
qui les contiendront au second degré.

1° Positions d’équilibre dans le voisinage de i = o.
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— Si dans (6) nous négligeons les termes du troisiéme
degré en f et f7, nous aurons

a l—
9(l+ T) +2fe<1—— 4)\‘1) =o.

Donc, en supposant

a+iso,
l—a— 42X
0 = fe —-———i—;
2(a—+X)
d’ailleurs, comme nous supposons que nous ne consi-

dérons que les valeurs positives de 6, nous pourrons
prendre, pour la limite de la région d’équilibre,

l—a—4r

B RS

I

La région d'équilibre s’étendra alors de =ua
A0=—a.
e b by b z
Remarquons de plus que ¢ doit, d’aprés ce qui pré-
céde, avoir le signe de

l—a—4\
a+r

On a d’ailleurs pour Z dans ce cas, en se bornant a
la partie principale,

l—a— 42X

et par suite ¢Z aura le signe de a+A.
Donc le point'Atend a se déplacer dans le sens néga-
tif si
a>—),

c’est-a-dire si §=o0 correspond a une position d’équi-

libre stable (pour le cas ou il n’y a pas de frottement).
Il tend au lieu de cela a se déplacer dans le sens positif
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si
a <l —)\;

doncsi § =o correspond, pour le cas ou il n’y a pas
de frottement, 4 une position d’équilibre instable.

Ce fait pouvait étre regardé comme évidenta priort.
Nous avons du toutefois dans ce qui précéde supposer

a+ASo.
Supposons maintenant

a=—A\.
L'équation (6) deviendra

(7) sinf(1—cos0) +2fgi*—_(l;_‘)_£‘iec

A S'€'sin20 — ff'ee’sinf =o.

osf

! —
T2

On est conduit & distinguer deux cas :
4h—(l+2)So ou 123N

On aura alors, en réduisant I'équation (7) a sa partie
principale,
3N—1

03=—f€ )\

ou, comme nous nous bornons aux valeurs positives

de 6,
o L1L—32]
="y

Nous avons d’ailleurs dans le cas actuel, pour la valeur
rincipale de Z,
P {3\

Z=Mg 4)\ >

et par suite e¢Z sera toujours positif, résultat qu’on
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pouvait prévoir puisque, lorsqu’il n’y a pas de frotte-
ment, I'équilibre pour § = o est stable.
2° Supposons maintenant

l=3X
ou, plus généralement, supposons
a=1— _’|)\,

{ étant quelconque; I'équation (6) se réduira alors a

. I — 4\ . .0
sm0<1+ 3 cosﬂ>+4fesm2;cos()
l—a) ,, , . )

- - f'¢'sin20) — ff'ee’sinf = o

ou

— 0
2sin9—[<|+l ")\cose>cosg+'}_‘/asin—0050
2 | A 2 2

l—z)

Sf'e sm-cosﬁg—ff ee cose] =o.

On a donc d’abord la racine § = o et de plus ce sera,

si
1532,

la seule racine de I'équation précédente voisine de
zéro.

On voit donc¢ que dans ce cas, bien qu’il y ait frotte-
ment, il n’y a qu’une position unique d’équilibre et
non pas une région d’équilibre, ainsi que cela a géné-
ralement lieu lorsqu’il y a frottement; il est d’ailleurs
bien facile d’expliquer ce fait en remarquant que Z est

nul pour
a=1— 4\ et 6 =o,

de sorte que la force de frottement Z f¢ est aussi nulle
dans ce cas.

Nous allons voir toutefois que si, en général, ily a une
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position unique d’équilibre pour § = o, a =1 — 41, il
n’en sera pas toujours ainsi. Supposons en effet qu’on

ait
a=—\ et = 3X;

I'équation (7) se réduira a
L 0 i}
2 22 005~ in—
4 sin 2 <sm 5 cos- + fesin S cosf

.6 0 ee’ O
— f'e'sin = cos? - — '-f-'fis-cos—) =o.
2 2 2 2

Si nous réduisons cetle équation a sa partie principale,
elle deviendra

(8) 6[02— 2( f'e'— fe)b—2ffes'] =o.

Nous avons d’abord la racine § = o qui correspond a
la position d’équilibre unique lorsqu’il n’y a pas de
frottement; mais, bien que le frotltement soit nul pour
% = o, il y a dans ce cas particulier une région d’équi-
libre, de part et d’autre de ce point, due au frottement.

L’équation (8) en effet, en dehors de la racine § = o,
a deux autres racines trés petites, devenant nulles I'une
et autre pour

f=f,=0’

et qui donnent par suite une région ou le systeme est
en équilibre.

Toutefois les deux racines sont toutes deux Lrés
petites, et elles s’annulent également 'une et lautre
pour f=f'=o0; il semble donc y avoir indétermina-
tion, mais il est facile de la lever.

Ces deux racines sont d’ailleurs, en remarquant que
e2=¢'2=1,

t= f'€ = fer VT,
ay=f'¢e'— fe — ¢7’+_/“
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On peut d’ailleurs supposer toujours, ainsi que nous
I’avons fait remarquer, les signes de ¢ et ¢ choisis de
‘telle fagon que a, et a, soient positifs. Nous avons de
plus dans le cas actuel, en nous bornant & la partie
principale,

Mgb Mge

x=—r) f

Puisque nous supposons toujours 6§ positif, on a
X >o.
Comme d’ailleurs les conditions géoméiriques im-
posent dans le cas actuel, ainsi que nous I'avons vu,
ee'’ZX > o,
nous devrons donc avoir
(9) ee'Z > o.

Considérons maintenant d’abord la racine «,; nous
aurons pour cette racine

2= 82 pro o= MEB (/Ao g <o

On doit donc avoir, en vertu de la relation (9),
(10) ee’ < o.

De plus, ainsi que nous I'avons fait remarquer, les
signes de ¢ et ¢’ doivent pouvoir étre choisis de telle
fagon que a, soit posiuf.

Ceci exigera, a cause de (10), qu’on prenne

on aura alors

11=f,+f+‘/7l2'+'—.fli’
x=Rn, g MEn(mTm ),
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Considérons ensuite la racine «,; nous aurons alors
Mga, s
L= —2[/Fr i+ fe]>o,

et (9) donne alors
(11) ge' > o.

Mais, si ¢ et ¢ satisfont a la relation (11), a3 ne peut étre
positif et par suite cette racine doit étre rejetée.
Nous voyons donc que dans ce cas de

bien que toutes les réactions soient nulles pour § = o
(qui correspond a une position d’équilibre stable lors-
qu'il n’y a pas de frottement), on a par suite du frotte-
ment une région d’équilibre s’étendant de

0:(11 a =y,

de sorte que l'indétermination qui semble résulter des
trois racines o, a, et a, de I’équation (8) n’est qu’ap-
parente et qu’on n’a en réalité qu’une solution. De
plus, dans le cas actuel eZ > o et ¢'X > o, et le frotte-
ment est dirigé dans un sens tel que 8 tend a décroitre,
ce qui devait étre puisque, lorsqu’il n’y a pas de frotte-
ment, la position § = o0 est une position d’équilibre
stable.

3° Cherchons maintenant la région d’équilibre dans
le voisinage de 6 = =.

Posons pour cela

O=mn—a,

ol nous pouvons, pour la raison de symétrie déja don-
née, supposer a. positif.
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Les équations (4), (5), (6) deviennent alors

l+a

’ r ooty : l—a
4) X(1+ffse)_.Mg[4)\ sma+fe<l+ o cosaz)],

(5") Z(1+ff'ee') = Mg(l;:—)\af’e’sina— 1— l;-)\a cosa),

(6") sina<l~— ;cosz) —2fs<l+ l;acosa>cosa

lta ¢' f'sin?a — ff'ee’ sina = o.

2A

Si

ask,
on aura alors, en se bornant a la partie principale,

_4dA+l—a

T 2(h—a) Ie
Z:_Mg/—f—.i)‘—a;
)
d’ailleurs
a <l
de sorte que
jh+1l—a>o,

et, en choisissant ¢ de facon que a soit positif, on a

_4dh+l—a
T 2la—1]| J-
D’aprés cela,

Ze

sera négatif si @ <A et positif si @ > A.

Donc le mouvement du point A tend & se produire
dans le sens posiuf si @ <<\ el dans le sens négatf
st @ > X, ce qui devait étre, car, lorsqu’il n’y a pas de
frottement, 'équilibre est instable dans le premier cas
et stable dans le second.

Si au lieu de cela

a=A\,
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I’équation (6'), bornée & sa partie principale, donnera

3h+1
ad= Y Se
ou, en choisissant ¢ de {fagon que a soit positif,
3X 41
ad= X Ji
d'ailleurs
{+ 3
de sorte que
el <o,

et, par suite, le mouvement du point A tend 4 se pro-
duaire dans le sens positif, ce qui devait éire puisque
dans ce cas, lorsqu’il n'y a pas de froltement, la va-
leur § == correspond a une position d'équilibre
instable.
4° Cherchons enfin la région d’équilibre dans le voi-
sinage de § = §,, ce qui suppose
la|>
Posons alors
0 =0;—a ¢
avec

Q>

coshy = —

et ot nous supposons de plus 6, < =.
Si alors nous négligeons les termes en of, I'équa-
tion (6) devient

%\ﬁsin?ﬂ, )\(12—;23a)f —{——f’e’smzﬁl_o

On en déduit, en remplacant sin; par sa valeur,

M +3a)fe l+a
T 2a(a?—2\?) T a

fe.
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On a d'ailleurs en se bornant a la partie principale, en

vertu de (4) et (5),

l+a A2
X=Mg 4)\ l—t—t‘z)
Mg(3a—+1)
7 =— —/———;
4a
de plus, comme
COSO]‘-:-—— -
. a
on a, sia> A,
T<o <
2

On doit alors avoir, en vertu des conditions géomé-
triques,

ee'ZX <o,
mais dans ce cas

X >o, 7 <o;
on devra donc prendre
ee' > o,

et si 'on veut que a soit positif on aura

e=¢' =1,

ce qui conduit &

a_l’(l+3a)f l+a
T aa(at—A?) 2a

f/
Si, au lieu de cela,

a<—A,
on aura

0<91<g

et les conditions géométriques donneront
ee'ZX > o,

et dans ce cas X est positif et Z a le signe de 3a 4 ¢,



(1557
de sorte que
ee'(3a+1)>o.
Donc, si I'on veut que a soit positif, on devra prendre
e =—1, eBa+{l)y=—|3a+ 1|,

et 'on aura en définitive dans tous les cas

A f l+a ,
2((12—7\2)_'— 2|a]‘f’

’l+3a
x4 =
a

la région d’équilibre s’étendra alorsde §; — a a 8, + «.
La valeur de a ne sera jamais nulle et toujours accep-
table.

On remarquera de plus que sia > o on a, pour a>>o,
X >o et el <o,

ce qui fait voir que le point A tend a se déplacer dans
le sens positif et le point B également, ce qui devait

. . = .. L e
étre puisque 9; > 5 etque la position d’équilibre, lors-
qu’on néglige le frottement, est instable. Si au lieu de

cela a <o,
X <o et eZ <o,

puisque ¢ est de signe contraire a 3a + /, tandis que
Z a le méme signe que cette quantité.
gne q q
On en conclat que pour a positif le point A tend a
que p P P

se déplacer (puisque 6, < E} dans le sens positif et le

point B dans le sens négatif, ce qui doit étre, car,
d’apreés ce que nous avons vu, lorsqu’il n’y a pas de frot-
tement, la valeur § = 8, correspond alors a une position
d’équilibre stable.



