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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1908 ).

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES
SPECIALES;

Par M. P. FAVRE.

Un contour convexe est formé des cotés paralléles
AB, A'B' de longueur 21 d’un rectangle ABB'A’ et
des demi-cercles de rayon r décrits sur les deux
autres cétés AA et BB comme diamétres. 1l se dé-
place dans son plan d’une facon continue en restant
tangent extéricurement ¢ un demi-cercle fixe de
rayon R et @ la droite indéfinie D qui limite ce
demi-cercle. On suppose que AB était sur D au
début du mouvement et que A'B' vient sur cette
méme droite @ la fin du mouvement, aprés avoir
touché le demi-cercle fize.

1° Construire la trajectoire T du centre M du
rectangle et reconnaitre si elle est convexe.
2° Calculer Uaire limitée par U, dans U’ hypothése

R=r, {=r(/3—1).

3° On suppose que U’angle dont tourne le contour
est proportionnel aw temps; on demande de placer
le contour & un instant donné et de construire le
vecteur vitesse du point M a cet instant.

4° Le coté A'B étant tangent au demi-cercle fize,
trouver a un instant donné Uenveloppe des tangentes
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aux trajectoires des différents points du contour.
Examiner les différents cas qui peuvent se pré-
senter en supposant R =r=1.

1° Le mouvement du contour se divise en trois

phases :

Premiere phase : Le demi-cercle AA’ est tangent
au demi-cercle fixe el a la droite D;

Deuziéme phase : Le demi-cercle AA' est tangent
ala droite D et le c6té A'B est tangent au demi-cercle
fixe;

Troisiéme phase : Le demi-cercle AA’ est tangent
a la droite D et le demi-cercle BB’ est tangent au demi-
cercle fixe.

Dans la premiére phase, le point M décrit un arc de
cercle ayant pour centre C le milieu de AA’ et ! pour
rayon.

Si I'on désigne par ¢ I'angle de rotation du contour,

Iig. 1.

la valeur ¢, quisépare la premiére phase de la deuxiéme
est donnée (voir fig. 1) par la relation

. R2+ 2 R»r =
singo= YRR (0> 3),
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En posant
PM =\

et projetant le contour OPCE sur la droite D et sur

une perpendiculaive. ona (fig. 2)

(R = 7)~ing — hcose = x,

— (R =+ rycosg — X sing = Isino -~ r,

K ¢liminant 7 on obtient la valeur de 2. celle de y
est immdédiate, et les coordonnées de M dans la
deunitme |)lmw sonl

(R —r)—Isingcosg + reosy

= )
SNy

J=I~ing —r.

Dans la premicre phase, la trajectoire T' du poiont M,
étant un «arc de ceréle, élait convexe. Sielle devient
concave, il faut que la transition se fasse par un point

\ . .. dy .
d ln“L\‘H)n, C’Csl'ﬂ‘dll'e quﬁ - paSSe pal‘ un maximum
dz

ou un minimum. Et il 0’y a pas de point d'inflexion
la courbe T restera convexe. Pour résoudre celle ques-
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fon. | LAy
tion, il faut avoir——

r—{—lsin39+(R+l')cns;d
©

dr = — - s
sin?g '

dy =l coso dy,

dy — lcososino

dz Isin3¢ + (R + 7) cosv + r

. a2 . . ,
Sil'on forme ﬁ/ on obtient une fraction dont le déno-

minateur est un carré parfait qui ne devient pas infini
et dont le numérateur est, aprés réductions,

[?sinto — 2 /(R + r) sing cos3¢ — Ir sing(2 cos?o — sin2yg),

ou

i2sint¢ — 2/R sing cos’o + {rsing(1— 3 cos29 — 2 cos3g),

ou enfin

I2sinto —2lRsingcosdo 4+ Irsing(1— 2¢089) (1 + cosg)?.

Or, dans cette deuxieme phase, © est compris entre 7;
et =; donc
sing > o, cosg < o,

et Uexpression ci-dessus esl toujours positive.

Il n’y a donc pas de point d’inflexion dans la
deuxiéme phase, et la trajectoire T est encore convexe.

Pour avoir la valeur de 9, qui marque la fin de la
deuxiéme phase, projetons encore le contour OPCE
(en remarquant qu’a ce moment A =1/{) :

(R4 7r)cosg;+ al<ing,+r =o.

Dans la troisiéme phase ( fig. 3), le milieu C’ de BB’
décrit un arc de cercle de centre O et de rayon R + 7.
Ses coordonnées sont, en désignant par § 'angle C'OD,

zg=(R+rycosd, ye=(R+ r)sinb,
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et le point C sera a l'intersection de la droite y =r et

Fig. 3.

du cercle de centre C’ et de rayon 2/, dont I’équation

est
[ —(R+4r)cos0)2+ [y — (R + r)sint]2 =472

(Pabscisse du point C devant étre la plus grande). On
en déduit, pour les coordonnées du point G,

ze=(R+r)cosd +Vil2—[r —(R4r)sinb |2,
ye=r.

Le point M étant le milieu du segment GC/, ses coor-
données sont

r=(R+r)cosh + :l)—\/ill—[l'——(R—'—/')sin()J?,

:Msinﬁ—f—g

(le radical est pris positivement).

Pour voir sila courbe est encore convexe, c’est-a-dirc
ne présente pas de point d’inflexion dans cette Lroisiéme
phase, nous utiliserons la remarque suivante :

I étant le centre instantané de rotation, les trois

droites IC, IM, IC et la paralléle & C'C menée par |
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forment une proportion harmonique

P Ms . fa— M3

. -1;
H1— My Mo— g

or
;= tang®0, s = tangy

el iy estinfini; donc
B3= 24—, =2tangh — tange.
Si u est le coefficient angulaire de la tangente a T,

=", T tange —atangh

Cetle formule montre que dans la troisiéme phase le
coefficient angulaire de la tangenle est toujours néga-
uf, et va en croissant cn valeur absolue.

. . dry ,
Au contraire, dans la deuxiéme phase &y étant po-
k) Y dz.z
sitive, la valeur algébrique du coefficient angulaire va

Fig. 4.

Fw M,

en croissant. 1l y a donc un point d'inflexion en M, et
la courbe I' n’est pas convexe.

L'expression ci-dessus de w permet de trouver les
langentes en M, et en M,

p'=—o0,247, @'=—0,866.

De tout ce qui précede résulte pour I' la forme ci-
contre ( fig. 4).
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2* Sil'on suppose
R=nr, l=r(V3—1),

et si 'on se reporte aux formules qui donnent les va-

leurs =, et o, séparant entre elles les trois phases, on
7o T )
trouve

%o = 120" et %= 150"

Les formules trouvées dans la deuxiéme phase
donnent, pour les coordonnées de M,,

zy=1,366r, Yo=1,634",
et, pour les coordonnées de M,,
xy=1,634r, Y1=1,3667r.

w étant le centre (fixe) de rotation dans la premiére
phase, ses coordonnées sont

L= 1 \/3, Yo=1T.
Pour évaluer Paire himitée par T, nous poserons

S, = aire My NMyEwM,,

S, = aire du rectangle EDFw,
aire MyQM,; DM,

S, =aire M, FM,VM,,

&
i

el nous aurons

S = Sy + Sg+ S;— S;.

Aire Sy, — Elle est égale a Paire du secteur circu-
laire oM, NM,; diminuée de celle du triangle MyEw :

[l

—_—
3,1416 X< 0,732 r_ 0,366 < 0,63; 2
3 2 ’

Sp=(0,561—0,116)r2=0,445r2.

Sy
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Aire S,. — Les dimensions du rectangle sont
ZTy— 21 =0,098r, Yo—Yw=0,634T1;

donc
S, = 0,062 2.

Aire S;. — Cette aire est représentée par I'intégrale

définie
sa=f (21— ) dy
Pt
ou
2 +0,7325In @ COSP + COSQ
Sy = ,.2f<1,634 —_ / s > 0,732 cosp dy
Po
= 0,732;-2/ (1,634’ cOSp — 2 Z?:z

P4

. cos2¢e’
—o0,732c08?p — — ) do
sino :

120°

- COs® 0,732
=o0,7327r2 1,634 cosp —2——b — 2L
1500 sin ¢ 2

—_ wcosw@ -t -+ sint,'«> dy.
2 sing

Les quadratures indiquées s’effectuent de suite :

/ . . .
S;= 0,732r2k1 ,634 sinc — 2 Log sino — 0,366
. % \ 1207
—o0,183sin29 — Logtang * — cosg) -
! 2

7

150°

En substituant les limites et réduisant :

\

2 9 o 07 ‘ tdn"’-)')
S3= 10,7327 <0,0663+07634 +]0g3tang60 )

(les Tables usuelles donnant le logarithme vulgaire, il
faut le multiplier par 2,3026 pour avoir le logarithme
naturel),
S3= 0,068 2.
Aire S;. — Cette aire esl représentée par 'intégrale
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D’ailleurs
0y = 60° et 0, = 30°.

En remplagant x et dy par leurs valeurs en fonction
de 6, on obtient

60"
Si= [ [(R-+—r)0050

-+ ,I)\ 412—(/*—(R—4—r)sin(J]2—x,634r'] R+

2

" cosh db,

£0° 60°
S,= r’f (r+cos20)db —1,634r2 / cos0 d
. e

30
2 —0,732
— — V2,143 — 2 dt,
o
en pOSHI]l
1—2sinf = ¢,

sin 96\ 60° . . o

Sy=r(6+ ——1,03‘17"1(51n0)_600

2 30° 30

)

(/e —e\ T
V2,143 >

S, =1r2(0,52f — 0,598 + 0,150 + 0,115),

r2
— —| 2,143 arc sin
RN 0

Sy=0,181712,
d’ou
S =o0,394 2.
3¢ Soient I le centre instantané 3 un moment donné
et w Ja vitesse angulaire de rotation. Le vecteur vitesse
du point M a pour valeur

V= wIM.

Sil'on connait la ligne IM el si I'on construit 'angle «

tel que
tanga = w,

le vecteur vitesse sera le second coté de l'angle droit
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dans un triangle rectangle admettant IM pour autre
coté de I'angle droit et o pour angle aigu.

La construction de M dans la premiére phase est
immédiate, puisqu’il se meut sur un cercle connu.

Pour la deuxiéme phase, on construira le cercle de
centre O et de rayon R + », on lui ménera une tan-
gente faisant I'angle © = w¢ avec la direction positive
de la droite D (voir fig. 2), et 'on prendra sur cette
tangente un point C a la distance » de D.

Pour la troisiéme phase, on construira encore le
méme cercle fixe, et 'on cherchera a placer un seg-
ment CC' de Jongueur 2/ incliné de 'angle o sur D, et
s”appuyant a la fois sur le cercle fixe et sur la droite
y = r. On arrivera facilement a ce résultat en impri-
mant a la droite y = r une translation convenable qui
donnera le point ',

4° L’enveloppe se compose de quatre fragments de
coniques qui se raccordent de fagon a former une
courbe continue, mais qui peut avoir des asymptotes.
11y a deux coniques a centre ct deux paraboles. Elles
ad mettent loules les quatre pour foyer le centre instan-
tané I au moment considéré. Les tangentes au sommet
des deux paraboles sont les droites AB et A'B’. Les
cercles principaux des coniques & cenlre sont ceux
décrits sur AA’ et BB’ comme diamétres. Dans le cas
proposé (R =r =1), ils sont langents extérieurement,
el par suile les deux coniques a cenlre ne peuvenl étre
simultanément des ellipses.

Pour savoir si ce sont deux hyperboles ou bieu une
cllipse et une hyperbole, nous allons former les équa-
tions des deux cercles principaux

file,y)=0 et folz,y)=0

ct voir si les coordonnées du point I rendent Pexpres-
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sion

fl(zv.},).f;(x:).)

positive ou négative.

Si cetle expression élait nulle, 'une des deux coni-
ques a centre serait un cercle. Les coordonnées du
point C sont

__2—sinf) .
TETse D YET
donc
2 —sin0 \?2
.fl(xa.)’)5<-’l"—‘m~l‘) +(y—r)t—nri=o.

Les coordonnées du point €' sont

_2—sinb Csin 6
= W’ — 27rs8nYH,
Yy =(1+2cosb)r:
donc
Fotayr=(a z—sinﬁ’_ 2rs'n02
2= cosf !

+ [y —(+2cosb)r]2—r2=o.

En remarquant que le point [ a méme abscisse que
le point C et que la droite Ol a pour coefflicient angu-
laire tangf, on obticnt pour les coordonnées du
point 1

2 —sinf
X=""
cos 7
Y — (2 —sin0)sin0

cosf
En substituant on trouve

SN, YY)  (osinh —1)?

r2 - cos*0
fg(Xq,\ ) — fsin®0 + <2 sinf) — » 00530—1)‘2__"
r? cos?
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X Y) (X, Y)
re ’

Posons
®(0)=

Si ®(0) << o, on aura une ellipse et une hyperbole;
Si ®(f) > o, on aura deux hyperboles.



