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[A4a]
REMARQUES SUR LA THEORIE DES GROUPES FINIS;
Par M. Micnaer BAUER.

Je me propose de généraliser quelques théorémes de
M. Frobenius (') sur le nombrede certains sous-groupes.
Les méthodes employées sont celles de B .» Frobenius.

n
I. Le nombre des sous-groupes d’ordre > est

= ! mod p) selon qu’il y a entre eux des sous-
| o I; q J

groupes invariants ow non. Le nombre n désigne
LUordre du groupe, p est un facteur premier.

(') Berliner Sitzungsberichte, 18y5, p. 163-19%, 981-993.
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Sl n’y a pas de sous-groupes invariants d’ordre —'I;l,

. n ..
le nombre des sous-groupes d'ordre > est évidemment
=o (mod p). Sotent donc A, B deux sous-groupes

. . n , e ’
invariants d’ordre > Alors, désignant le groupe donné
)

par I, on a
h = AB;

d’ou il suit que le plus grand commun diviseur de A et
- . n .
de B est un sous-groupe invariant d’ordre;_;- Si E est

. . n
un aulre sous-groupe mvariant d’ordre ;, le l)]llS grand

commun divisecur de A et de E est différent du plus
grand commun diviscur de A et de B. Ainsi les sous-

. . , n

groupes invariants d’ordre 5> S¢ partagent en classes. La
)

classe i¥™¢ se compose des sous-groupes

(1) AL, AQ_)”? ey

dont le plus grand commun diviseur avec A cst J;. Mais
les facteurs-groupes

A AL
Yy g ceey
I i

, h
ne sont que les sous-groupes d'ordre p du groupe 5
L
. ’ A ..
dont ]’ordr(.: est p2, excepté le sous-groupe 5 Ainsi,
chaque classe contient des groupes en nombre pouo;le
nombre des sous-groupes-invariants est donc =1(mod p).
. . n .
S’il y a encore des sous-groupes d’ordre 5 qui ne sont
pas invariants, leur nombre est = o(mod p).

C. Q. F. D.

. . n
II. Le nombre des sous-groupes invariants d’ordre -
r
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est = % :(modp) selon qu'il ) a des sous-groupes

invariants entre eux ow 1non.

Ve N . . n
$’il n'y a pas de sous-groupes invariants d’ordre —,
pB
le nombre cherché est évidemment = o(modp). S’il y

. . ’ n . .
a des sous-groupes invariants d’ordre 5 alors il existe
p
. . . s nooa .
aussi des sous-groupes invariants d’ordre > Soient les

. . , n
sous-groupes imvariants d’ordre =

(2) Ay, Ay L., AL

~

r=1(modp),
. . . s n

et soient les sous-groupes invariants d’ordre 5

(3) By, B,, ..., B

Si nous désignons par @, le nombre des groupes (3)
contenus comme sous-groupes dans A, et par bg le
nombre des groupes (2) que contient B, nous avons

) E b“:Z .
G =1 p=1
Cependant
bs==1(mod p).

Car, si le groupe A, contient B; comme sous-groupe,

Ax

B,

groupe Eh- dont ordre est pB. De la relation (4) il suit
[

alors le groupe est un sous-groupe d’ordre pf~' du

donc que
5 r
(5) quESEEap(mO(ll)).
G=1 p=1

Déterminons maintenant les nombres a,. A, est un
sous-groupe invariant. Nous démontrerons qu’il contient
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7"

(ces sous-groupes ne doivent pas étre a la {ois des sous-

des groupes d'ordre —; comme sous-groupes invariants

groupes invariants de £). Posons
n = pxm, le plus grand commun diviseur (p, m) =1.
Si A, contient, par exemple, By comme sous-groupe,

B, est déja un sous-groupe cherché. S’il n’est pas ainsi
] group 1 ’

nous avons
I = A.By,

ou 1l suit que le plus grand commun diviscur de A e

d’otu il suit que le plus grand d de A et

de B est un groupe J, dont Vordre est pr=8—1m. Ce
g ’ I}

groupe cst sous-groupe invariant de A. Le facteur-

A . .
groupe *3—_9 d’Ol‘dl‘C ]JB a des sous - groupes mvariants

d’ordre p, donc A a des sous-groupes invariants d'ordre

.

7
pEBm = —
pB

Notre théoréme II étant déja démonuré pour les sous-
groupes d’indice p, nous pouvons le supposer démontré
pour les sous-groupes d'indices

P P -.., pi-L
Il en résulte que le nombre des sous-groupes invariants
n
de A, dount l'ordre est 5 cest =1(modp). Il faut
P
cencore exclure de ces sous-groupes ceux qui ne sont
pas des sous-groupes invariants de G. Leur nombre est
¢videmment = o(modp). Donc

a;=1(modp),
d’ou il suit que

=r=1(modp).
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S’il y a encore des sous-groupes d’ordre —% (ui ne sont
P
pas invariants, leur nombre est = o(mod p).

€. Q. F. D.
M. F'robenius (') a démontré le théoréme suivant :

IlI. Posons

n = ab.
Si le plus grand commun diviseur
(a,0)=1,

alors le groupe ne peut avoir qu'un seul sous-groupe
invariant d’ordre % Chaque sous-groupe, dont lordre
divise IZl’ est contenu comme sous-groupe dans ce sous-
groupe invariant.

On peat établir par un raisonnement analogue la pro-
position suivante, qui compléte ce théoreme :

IV. Chaque sous-groupe invariant, dont Uordre

. n
([LVISC' Z-) est SOltS-gl'Oll/)B de tous l(‘S SOI[S-gI'Oll/}BS

d’ordre ’Zl

De et 1V on déduit les propositions suivantes :

V. Posons
n=ab,

(a,b)=r, p est un nombre premier.,
. . . n
Si le nombre des sous-groupes invariants d’ordre W

n
est >, alors le nombre des sous-groupes d’ordre Pl
’ P
1
521, est = o (mod p).

(") Page 150, 1, 2 11
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Il suit alors de ce qui précéde qu’il y a un sous-groupe
. . . n
invariant d'ordre 57 el

VI. Posons

n=ab,
(a,b)=r1, p est un nombre premier.

.. . . s n
S'il y a un sous-groupe invariant d’ordre —,, alors
5 bph

il existe un nombre

oSy B,
de telle sorte que le groupe ait un seul sous-groupe
. . n
invariant d’ordre .
opy

Les théorémes LI, IV sont contenus dans les suivants :

VII. Posons

)
n=n [I i n' = ab,

=1

(n', p;)=1, (a.b)=1.
Si \ est un sous-groupe invariant d’ordre
”
44 l[[)"f'.
=1

alors chaque sous-groupe, dont Uordre divise a, est

sous-groupe de A.

VUL 8i A est un sous-groupe d’ordre

»

AT

¢ -1

alors chaque sous-groupe invariant, dont ['ordre
divise a, est sous-groupe de \.,
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Voici des conséquences de VIII :

I1X. Posons

n=ab,

(a,b)=1, p est un nombre premier.

8’il y a un sous-groupe invariant d’ordre a, alors le
nombre des sous-groupes d’ordre ap est = 1(modp).
Car, G étant un sous-groupe d’ordre apB, le facteur-

groupe Ti' est sous-groupe d’ordre pf du groupe %

X. 8i un groupe a un sous-groupe invariant, dont
Uordre nest pas divisible par tous les facteurs pre-
miers de n, il a aussi un sous-groupe invariant, de
telle sorte qu'il n'existe pas d’autres sous-groupes
invariants dont Uordre soit le méme.

Soient A, B des sous-groupes invariants d’'un méme
ordre, qui n’est pas divisible par tous les facteurs pre-
miers de n. Le multiple

AB
est aussi un sous-groupe invariant, dont 'ordre a la
méme propriété, etc.

XI. 8i lordre d’un sous-groupe invariant mauxi-
mum, m, n’est pas divisible par tous les facteurs pre-
miers de n, il n'y a pas d’autre sous-groupe invariant
d’ordre m.

XII. 8 M est un sous-groupe maximum dont
Pordre m n'est pas divisible par tous les facteurs
premiers de n, alors chaque sous-groupe invariant,
dont Uordre divise m, est sous-groupe de M.

M. Frobenius démontre le théoréme généralisé de
M. Sylow en faisant usage de I'équation symbolique

X¢=E.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIX. (Février 1g0o0.) b
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On peut éviter la discussion de cetie équation si I'on
part du théoréme de M. Sylow, et Pon fait I'induction
par ordres décroissants.



