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[K11]
GEOMETRIE DU CERCLE DANS LE PLAN.

DEUXIEME CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1899,
Par M. G. GALLUCCI.

Sujet.

L’équation d’un cercle rapporté & deux axes rectan-
gulaires, situés dans son plan, peut se mettre sous la
forme

(1) Uy == UsyTy— U3~ U, == O
en posant

£ = Ty, Y =V

(2 ) R N A 1 —ar?—y%

- = 3. — =T,

27 PY)

de sorte que les variables xy, x,, x4, 2, satisfont a la
ielation

t3) x}+xi+ri-ri=o.

On peut appeler les quatre quantités u,, u,, us, u,
les coordonnées du cercle, et Uon peut dire : 1° que
loute relation homogéne entre ces quantités définit un
réseau de cercles; 2° que deux relations homogénes
définissent une série de cercles; 3° que trois relations
homogeénes définissent un systeme de cercles d’apreés
les degrés des équations qui les définissent.

1. Interpréter, en Géométrie & trois dimensions, les
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équations (1) et (3), qui définissent le cercle, et les
SJormules (2), qui conduisent & cette définition. En dé-
duire les propriétés des réseaux et des séries linéaires
de cercles.

1I. Ltudier en particulier et aussi complétement que
possible les propriéiés des réseaux quadratiques, c’est-
a-dire des réseaux définis par une équation homo-
geéne et du second degré en uy, u,, uz, u,. Rapprocher
ces propriétés de celles des surfaces du second ordre.

IIL. Montrer comment l’étude des systéemes de cercles
Sfaite d’aprés cet ordre d’idées permet de construire un
cercle tangent a trois cercles donnés par une méthode
(I{ﬁé/'elzte de la célébre méthode de Gergonne.

Développement.

Dans le développement qui suit, nous nous limitons
aux résultats principaux que nous exposons en trois pa-
ragraphes.

Chacun de ces paragraphes est suivi d’une séric de
notes et d’exercices qui en complétent argument. A la
fin, nous avons ajouté une courte Notice historique.

J. — RESEAUX ET SERIES LINEAIRES DE CERCLES.
Interprétation des formules. — Les
& (521721373)

étant les coordonnées d’un poiut de I'espace par rap-
a un tétraédre de référence yelyobyoby, la (3) est
Péquation d'une quadrique elliptique Q dont ce
tétraédre est autopolaire, la (1) est 'équation du plan
de coordonnées u;, et les formules (2) définissent une
correspondance univoque euntre les points de Q et les
points du plan = dans lequel nous considérons le sys-



( 147)
téme de coordonndées x, y. Dans cette correspondance,
aux sections de Q avee les plans

Uy Ty + U Ty + Uz X3+ U Ty, = 0O

correspondent les cercles de = dont les coordonnées sont
Uyy Uoy Ugy Uy,

Si l’équal,ion cartésienne du cercle est
a(r*+32)~o2gx +2fy+c=o,

nous aurons
&= uy, S = u., @ = uz—+ U, ¢ = Uu,— ug,
1 . 1
=g, = f, 113:;(a -c), u,= - (a-+c).
2

Les coordonnées du centre et le rayon sont respecli-
vement

g u u
& 1 ‘f 2
d‘o'::———:—-———~————, ‘}/0"‘_*‘.’: ———
[22 Uz —+ U, a Uz—+ u,
I w4+ w3+ ui—u}
r=LyEs ficac= Vid+ug+ ui—uf
a Uz —+ u,

Les cercles de rayon nul (cercles qui sc réduisent a
deux droites isotropes) ont les coordonnées qui vérifient
I'équation

u}+ u3+ ul—u? =o;
ils correspondent aux plans tangents a la quadrique Q.

Les cercles de rayon infini (droites de =) ont les coor-

données qui vérifient I’équation

Uz—~+ U,= 0]

ils correspondent aux plans qui passent par le point
P =(o, 0,1, 1) de la quadrique.

Il résulte de ce qui précéde que la correspondance
définie par les (2) est une correspondance de Chasles
entre les points de Q et les points de =; on obticnt le
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cercle correspondant 4 un plan en projetant son inter
section avec la quadrique Q du point P sur le plan =.
Le point P est un ombilic de Q et le plan a tangent en
P est paralléle a =, son équation est

XT,— T3 = 0.
Il est bon d’cbserver que pour tous les cercles de =,
hors ceux de rayon inlini, on peut supposer us + u, =1,
car nous pouvons diviser les coordonnées homogénes u;

par une méme quantité. Alors les coordonnées du
centre et le rayon du cercle de coordonnées

u; (i:':273’4)
deviennent

—_ — Y 2 2 2
Xo=—Uy,  Yo= — U3, r=yul+ui+ui—ul.

Pour tous les points de la quadrique Q, hors le point

P, on a
Xy — X3 = 1]

donc, pour trouver le point (x, y) correspondant a un
point (z,,x;, x3,x;), on doit diviser les x; par
Xy— X3.

2. a. Cercles qui se coupent orthogonalement. —
Les deux cercles

a(@r+y2)+282 +2fy +~c =o,
a'(z:+y2)+2g'c+of'y+c' =o0

se coupent arthogonalement si 'on a
2(g8'+ ff')=ac'+a'c.

Pour les coordonnées u;, o, des deux cercles, on trouve
la condition

U Uy~ WUy + Uz Uy — 1, U, = o,
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donc :

Les plans qui correspondent & deux cercles ortho-
gonaux sont réciprogues par rapport & la quadrigue Q
et réciproquement.

b. Construction du centre du cercle y correspondant
@ un plan T. — Soit ¢ le pole de T par rapport a Q; le
point G ou la droite PC perce le plan = est le centre de
v. En effet, aux plans qui passent par PC correspondent
des droites orthogonales a vy, ces droites sont des dia-
métres de y ct, par conséquent, leur point commun G
est le centre du cercle.

c. Cercles conjugués. — On appelle cercles conju-
gués ceux qui différent seulement par le signe du carré
du rayon; deux points diamétralement opposés de I'un
d’eux sont conjugués par rapport a 'autre. Si les deux
cercles u;, u; sont conjugués, nous aurons (n° 1)

uy= uj, Ug == Uy,

ult+ultul—ul=—(u2+ uP+ uP+ ul),
d’ou découlent finalement les formules suivantes :

Wy Uy S Uy Uy, = WL uy L w, — w)? — R uy - U - R,

e 7. ’ . ’ . . 2 . b
uyiiuhluliu, = tus iy, —ui —ul lug+ui +ui,

qui définissent une correspondance birationnelle qua-
dratique involutive T entre les plans de 'espace. Cette
correspondance, qui nous sera utile dans la suite, est
I"image de la correspondance entre les cercles de = et
leurs conjugués.

Si le cercle u; est réel, le cercle «) sera imaginaire,
el réciproquement, c¢’est-a-dire si le plan u; coupe la
quadrique Q, le plan u; ne la coupera pas, et récipro-
(juement.

d. Cercles qui se coupent diamétralement. — Si un
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cercle coupe diamétralement un cercle v, il coupera
orthogonalement le cercle v, conjugué de y (n° 2, c).

e. Cercles tangents. — Si deux cercles y et ¢ se tou-

chent en un point M, les plans correspondants se coupent
suivant une droite qui touche la quadrique Q au point
qui correspond a M.

3. a. Une équation
4

E aju;=o0

1

définit un réscau linéaire de cercles ui est représenté
dans V'espace par la gerbe des plans passant par le point
A dont les coordonmnées homogenes sont les a;. Cette
gerbe est complétement déterminée par trois de ses plans,
donc un réseau linéaire est déterminé par trois de ses
cercles.

Le plan polaire de A par rapport a Q ¢tant réci-
proque de tous les plans de la gerbe, représente un cercle
v qui coupe orthogonalement tous les cercles du réseau
(n° 2, a). Le cercle y,, conjugué de vy, sera coupé
diamétralement par tous les cercles du réseau (n° 2, ¢).
Donc :

Dans tout réseau linéaire de cercles, il existe deux
cercles v, v, conjugués entre eux, dont l'un est coupe
orthogonalement et ’autre diamétralement par tous
les cercles du réseau.

De ces deux cercles vy, vy, un est réel et 'autre imagi-
l)ail'e.

b. Dans un réseau linéaire de cercles, il y en a 0! qui
se réduisent a des droites; ils correspondent aux plans
de la gerbe qui passent par P et qui forment un fais-
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ceau. On trouve ainsi le faisceau des droites qui passent
par le centre du cercle orthogonal y du résean
(n° 2, b).

De méme, il y a dans un réseau linéaire o' cereles
de rayon nulj ils correspondent aux plans qui passent
par A et touchent la quadrique Q. Par conséquent, ce
sont les couples de droites isotropes dont le point réel
de rencontre se trouve sur le cercle orthogonal y du
réseau.

c. Cas spéciaux. — Sile point A est sur Q, le réscau
se compose de tous les cercles qui passent par le point
A’ correspondant de Aj le cercle orthogonal se réduit au
couple de droites isotropes passant par A’. En particu-
lier, si A coincide avec P, le réscau est composé de toutes
les droites de =.

Si le point A se trouve sur le plan « tangent en P a
la quadrique QQ, le réseau se compose de cercles dont les
centres sont sur une droite @. En effet, le plan «, polaire
de P, passe par A, le plan polaire de A passera par P et,
par conséquent, le cercle orthogonal du réseau est la
droite @ d'intersection de m avee ce plan; cetie droite,
devant couper orthogonalement tous les cercles du ré-
seau, devra contenir les centres de ces cercles.

d. Exemples. — 1° Les cercles qui coupent ortho-
gonalement un cercle fixe; 2° les cercles qui coupent
diamétralement un cercle fixe; 3° un autre exemple,
trés intéressant, est donné par le beau théoréme de
Faure :

Les cercles circonscrits aux triangles autopolaires
par rapport a une méme conique forment un réseau
linéaire.

Nous pouvons considérer ce théoréme comme une
conséquence immédiate du théoréme de Frégier dans
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Pespace (). Si nous projetons du point P les triangles
autopolaires par rapport a la conique de =, nous aurons
des triedres dont les arétes coupent la quadrique Q en
trois points, qui déterminent un plan T représentant le
cercle circonscrit au triangle correspondant. Le théoréme
de Frégier nous enseigne que tous les plans T' passent
par un méme point A, donc les cercles circonscrits aux
triangles autopolaires par rapport a la conique appar-
tiennent a un réscau linéaire.

4. a. Decux équations

4

4
O ~
a,u, = o, biu,=o
1

délinissent une série lindaire (ou faisceau) de cercles,
qui est représentée dans I'espace par le faisceau des
plans communs aux gerbes de plans

4

Ea,u,-:—o

1

13

=

Z b,u;=o.
1

Soient / I'axe de ce faisceau de plans, /' sa réciproque
par rapport & Q; en projetant  du point P sur le plan
=, on a une droite qui contient les centres de tous les
cercles de la série (n° 2, 8). Les projections des deux
points communs a./ ct a Q sont communs a tous les
cercles de la série.

(') Theoréemes nouveaux sur les lignes et les surfaces du
second ordre (Annales de Gergonne, vol. VI, p. 235 et vol. VII,
p- 97)-
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Donc :

Une série linéaire de cercles est formée d’une infi-
nité de cercles qui ont deux points réels ou imaginaires
communs et dont les centres se trouvent, par consé-
quent, sur une droite.

b. Dans une série linéaire de cercles, il y en a un
qui se réduit & une droite, c¢’est le cercle de rayon infini
qui correspond au plan du faisceau (/) passant par P.
Cette droite s’appelle U'axe radical de la série, elle
contient les deux points commuus aux cercles de la
série.

De méme, i} y a dans une série linéaire deux cercles
de rayon nul, qui correspondent aux plans tangents a Q
menés par L. On a ainsi les points limites de la série
(Poncelet) qui sout réels ou imaginaires, selon que les
points communs & tous les cercles de la série sont ima-
ginaires ou réels. Ces points limites se trouvent sur la
droite des centres de la série.

¢. Cas spéciaur. — Silaxe [ du faiscecau de plans
touche la quadrique Q, la série linéaire est formée de
tous les cercles qui se touchent au méme point, qui
correspond au point de contact de / avec Q. L’axe radi-
cal est la tangente commune aux cercles et les points
limites coincident avec le point de contact.

Si [ passe par P, on a un faisccau de droites.

Si / est situé sur le plan a tangent en P a la quadrique.
on aura une série linéaire formée de tous les cercles qui
ont un méme centre. Dans ce cas, 'axe radical est a
Pinfini, et la droite des centres est indéterminée.

d. Exemples. — 1° Les cercles qui coupent orthogo-
nalement deux cercles fixes v, ¢’ forment uve série
linéaire, qui est représentée par le faisceau des plans
réciproques par rapport 4 Q, de cenx qui passent par
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Pintersection des plans T', T/ correspondant a vy, y'. Cette
série linéaire et celle déterminée par y,y' peuvent s’ap-
peler séries réciproques de cercles. L’axe radical de 'une
est la ligne des centres de 'autre; les points limites de
I'une sont les points ou se coupent tous les cercles de
I’autre.

2° On voit aisément que les cercles conjugués de deux
cercles v, v/, out pour corde commune la droite symé-
trique de I'axe radical de v, ¥ par rapport au milicu de
la distance des centres. Cette droite s’appelle axe anti-
radical de y et y'. On déduit que les cercles qui coupent
diamétralement deux cercles fixes y, ¥/, forment une
série linéaire dont la centrale est ’axe antiradical de v,
Y’ et dont Vaxe radical est la centrale de yy' (n° 2, b).
Etant donnés trois cercles v, ', v’ les trois séries
linéaires que 'on a en considérant les trois couples yY/,
YY", Y'Yy, ont un cercle commun dont le centre est le
point ou se coupent les trois axes antiradicaux.

Donc :

Ltant donnés trois cercles quelconques, il existe un
cercle qui les coupe diamétralement.

3 Etant données deux coniques %, ', les cercles qui
sont circonscrits a un triangle autopolaire par rapport a
Xel a un triangle autopolaire par rapport a N forment
une série linéaire (n* 3, d).

3. Correspondance entre la géométrie de la droite
de Uespace, et la géométrie des séries linéaires de
cercles du plan. — On peut dire qu'une série linéaire
de cercles correspond a la droite commune / de tous les
plans correspondant aux cercles de la série; par con-
séquent 4 toute droite / de 'espace correspond une série
linéaire de cercles, et réciproquement; a tout théor¢me
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sur I'espace réglé correspond un théoréme sur les séries
linéaires de cercles. Nous donnons des exemples. A
deux droites qui se coupent correspondent sur le plan=
deux séries linéaires qui ont un cercle commun; 4 deux
droites réciproques par rapport 2 Q, correspondent deux
séries réciproques. Etant données deux séries linéaires
qui n’ont aucun cercle commun et un cercle y, on peut
construire une série linéaire qui contient y el qui a un
cercle commun avec chacune des deux séries, etc.

Nores ET ExERCicEs. — 1° Comment faut-il inter-
préter les formules (2) pour avoir la projection sté-
réographique? Dans quel cas la quadrique Q est-elle
un paraboloide de révolution?

2° On peut déduire, par des considérations dans
Uespace, tous les théorémes sur le cercle dans le plan.
Comme exercice, on pourrait démontrer les beaux
théorémes de Miquel (Journal de Liouville, vol. 3, 9,
10).

3° A toute configuration harmonique dans Uespace
(voir les Mémoires de Stéphanos, Reye, Fero-
nese, etc.) correspond une configuration harmonique
de cercles; étude de cette configuration.

4° Ltude de deux quadruples de cercles correspon-
dant & deux tétraédres homologiques, ou bien a deux
tétraedres de Mobius.

5° Cercles quiséparent harmoniquement un ou deux
couples de points. Construction du cercle qui coupe
harmoniquement trois couples de points.

6° Cercles pour lesquels un point et une droite sont
réciproques. Etant donnés deux points A, B et deux
droites a, b, dans quel cas pourra-t-on construire un
cercle pour lequel les points A, B sont les poles des
droites a, b?
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5° Etudier la figure correspondant a un pentagone
ou & un hexagone autopolaire par rapport a Q (voir
Serret : Géomeétrie de direction).

8° ProsrLimes pivers. — Construire un cercle qui
coupe or'lhogonalement deux cercles Y «(’ et diametra-
lement un troisieme cercle . Construire un cercle qui
passe par deux points et qui coupe diamétralement ou
orthogonalement un cercle donné v, elc.

9° A route droite I de l'espace, on peut faire cor-
respondre la droite l' des cenires de la série linéaire L
gui est U'image du faisceau de plans (1); réciprogque-
ment, & toute droite ' du plan = correspondent o*
droites de Uespace; ces droites passent par un point L
du plan o tangent en P a la quadrique Q. La corres-
pondance entre les droites I et les points L est une
homographie.

10° A tout point O de = correspond une droite o
de 2 qui est axe du faisceau des plans correspondant
aux cercles de centre Oy la correspondance entre les
points O et les droites o est une homographie. Rela-
tion entre cetle homographie et celle de I’exemple
précédent.

11° Ltant données quatre séries linéaires de cercles,
on peut, en général, construire deux autres séries qui
ont un cercle commun avec toutes les series données.

11. — ReEsEATUX ET SERIES QUADRATIQUES DE CERCLES.

6. Unc équation homogéne et du second degré

4
E Qjljit; =0
1

définit dans I'espace une quadrique-enveloppe M’ et
dans le plan = un réscau quadratique M de cercles,
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c'est-a-dire un réseau qui a deux cercles communs avee
une série linéaire quelconque de cercles. On peut douc
rapprocher les propiiéiés de ces réseaux de celles des
quadriques.

Un réseau quadratique est complétement déterminé
par neuf de ses cercles. La construction peut se déduire
de celle que 'on connait pour les quadriques.

7. Sila quadrique M’ est elliptique le réseau ne con-
tient pas des séries linéaires réelles de cercles; au con-
traire, si M’ est hyperbolique, le réscau contient deux
systémes oo' de séries linéaires de cercles; les séries du
méme systéme n’ont aucun cercle commun, tandis que
les séries de systémes différents ont un cercle commun.
La discussion dépend des coefficients a;; et coincide
avee la discussion des quadriques.

Oun peut appeler le réseau M elliptique ou Iyperbo-
lique, selon que la quadrique M’ est elliptique ou hyper-
bolique. Etant données trois droites de l'espace, on
peut toujours construire I’hyperboloide qui les contient;
de méme, étant données trois séries linéaires de cercles,
qui deux a deux u’ont aucun cercle commun, on peut
construire le réseau hyperbolique qui les contient (n®° 5),

Aprés cela Dextension des théorémes de Hesse sur

les groupes de droites d'un hyperboloide est immédiate.

8. Il y a o2 faisceaux de cercles qui ont un scul
cercle commun avec un réseau quadratique Mj ils cor-
respondent a la congruence des tangentes a la qua-
drique M’. Par tout cercle du plan passent o' de ces
faisceaux qui correspondent aux tangentes de M’ situées
dans le plan dont le cercle donné est I'image.

Par rapport 4 un réseau quadratique de cercles, on
peut établir une théoric analoguc a celle de la polarité
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par rapport & une quadrique. Pour cela, on peut parler
du réseau linéaire polaire d’un cercle par rapport i un
réscau quadratique M ; des réseaux linéaires réciproques
par rapport a M; des quadruples de cercles autopolaires
par rapport a M, ete.

9. Dans un réscau quadratique M, il y en a ' dont
le rayon est nul; ils correspondent aux plans de la
développable commune aux deux quadriques M’ et Q;
cette développable touche la quadrique Q suivant une
courbe gauche dn quatriéme ordre L qui est I'inter-
scction de Q et de la polaire réciproque de la quadrique-
enveloppe M’ par rapport a Q. En projetant cette
courbe, qui en général ne passe pas par P, on aura le
lieu des points du résean quadratique, et c’est une
courbe du quatriéme ordre L, qui passe deux fois par
les points cycliques du plan =. En eflet, tout cercle de =
coupe L, en 4 points au licu de 8.

Les cercles de rayon infini du réseau correspondent
aux plans tangents a la quadrique M’ menés par P; donc
ils enveloppent une conique L,.

Si le réseau est hyperbolique, on peut dire que les
points-limites de ses o' sérics linéaires sont sur une
quartique bicirculaire, et les axes radicaux de ces
mémes sérics enveloppent une conique.

10. Cas spéciaux. — Un réseau quadratique M peut
se spécialiser, ou quand la quadrique M’ se spécialise
elle-méme, ou lorsque M’ se trouve dans une position
particuli¢re par rapport i la quadrique Q.

a. Si la quadrique M’ s¢ réduit a une conique en-
veloppe de plans, on aura un réseau singulier qui se
compose de o' faisceaux de cercles dont les axes radi-
caux touchent une conique, et qui ont un cercle com-
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wmun qui correspond au plan de la conique M'. Ce cercle
peut s’appeler cercle double du réseau, car toute série
linéaire qui le contient coupe le résean quadratique en
un seul cercle.

La courbe L dans ce cas ne présente aucune spécia-
lité. Il y a pourtant une exception : si la conique M’ se
trouve sur la quadrique Q, le réseau M se compose de
tous les cercles qui touchent un méme cercle v, la
courbe L; se réduit a ce cercle compté deux fois, et la
courbe L, est le méme cercle considéré comme enveloppe
de ses tangentes.

Si la quadrique M’ se réduit en un couple de points,
le résean quadratique se réduit a deux réseaux linéaires
qui peuvent aussi coincider; la courbe L, se réduit aux
deux cercles orthogonaux des deux réseaux linéaires et
la conique L, se réduit a un couple de points.

b. Si les quadriques M/, Q ne se trouvent pas en posi-
tion générale, on peut distinguer plusieurs cas différents
(voir article de M. Andoyer dans les Nouvelles An-
nales, avril 1896). On pourrait trouver ce qui arrive
pour le résecau M dans chacun de ces cas. Nous donne-
rons quelques exemples.

° Si la quadrique M touche le plan «, la L, passera
par P et la courbe L, devient une cubique circulaire.
Dans ce cas, la conique L, est une parabole, carle plan «
est parallele a =.

2° Si M et Q se touchent en deux points A, B, la
courbe L, se compose de la droite qui unit les projections
de A, B et d'une cubique circulaire.

3 Si M’ ev Q se touchent en un seul point A la
courbe L, posséde trois points doubles : les points
cycliques et la projection de A.

4° Si M’ et Q se touchent le long d’une conique v la
courbe L, se réduit 4 un cercle compté deux fois.
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11. Exemples. — 1° Les cercles conjugués des
cercles d’'un réseau linéaire A forment un réseau qua-
dratique, qui correspond a la quadrique M’ que I'on dé-
duit du point-enveloppe A avee la wransformation qua-
dratique T (n°2, ¢).

2° Les cercles qui ont un méme rayon r forment un
réseau quadratique elliptique dont I'équation est

(uz—+ wu,)r2=u}+ ud+ ut—ul.

3° Les cercles tangents a un cercle fixe v forment
un réseau quadratique singulier (n° 10, a); le cercle
double est y.

4° Les cercles qui déterminent sur un cercle fixe des
cordes de longueur constante.

5° Les cercles qui coupent un cercle fixe y sous un
angle constant (2 3£ go°) forment un résean hyperbo-
lique dont I’équation est (*)

(tg— )2+ (uy— uy)?
= Ui+ Ui+ Us— U+ U+ U+ uy—u,
—2(u}+ ul+ wy— ) (U2 + ul+ uy— u))cosa,

ou les u) sont les coordonnées de y et « 'angle donné.
En simplifiant, on trouve

’ / ' ,
QUL UY == DU Uy = Uy — Uy =+ Uy — U,
(4) 2cosa = ——---' __ R LE——_—

(B =4 ud o ug— ) (U2 U+ Uy —
6° Les cercles qui sont coupés diamétralement par un
cercle fixe v, etc.

12. Aux points K’ d’unc quadrigue-enveloppe M’ cor-
vespondent des réseaux lindaires de cercles; les cercles
orthogonaux de ces réseaux forment un réscau quadra-

(') On suppose wy+ u, =1 (n°1).
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tique M, de cercles qui correspond a la quadrique M,
polaire réciproque de M’ par rapport a Q. Les réseaux M,
M, peuvent s’appeler réciprogues; s’ils contiennent des
séries linéaires réelles, les séries de M sont réciproques
des séries correspondantes de M;.

Les cercles qui sont coupés diamétralement par un
cercle fixe y forment un réseau gqnadratique réciproque
du réseau des cercles conjugués des cercles d’un réseau
linéaire (exemple : 1° et 6° du numéro précédent).

13. Séries quadratiques de cercles. — Les cercles
communs a un réscau quadratique M et A un réseau
linéaire A forment une série quadratique de cercles, qui
est représentée dans Uespace par le cone K tangent a la
quadrique M, conduit par le point A’ correspondant
au 1éscau A.

Les cercles d’unc série quadratique enveloppent unc
courbe qui est la projection de la courbe d’intersection
du cone K et de la quadratique Q5 les centres sont sur
unc conique qui est la projection de la courbe polaire
réciproque du cone considéré comme enveloppe, par
rapport a Q. Tous les cercles de la série coupent ortho-
gonalement un méme cercle qui correspond au plan
polaire de A’ par rapport 4 Q.

Douc : une série quadratique de cercles se compose
de ot cercles qui ont les centres sur une section conique
et qui coupent orthogonalement un cercle fixe. Ils en-
veloppent une quartique bicirculaire.

Dans une série quadratique de cercles, il y en a deux
qui se réduisent a des droites; ils correspondent aux
plans tangents au cone K menés par P.

De méme, il y a dans la série quatre cercles de rayon
nul; ils correspondent aux quatre plans tangents com-
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muns aux deux coénes dont le sommet est A’ et dont Pun
touche M’ et Vautre Q.

On peut noter divers cas particuliers, sclon la position
du cone K par rapport a Q. Lorsque le point A, som-
met du cone K, se trouve sur la quadrique Q ct une
génératrice rectiligne du céne passe par P, la courbe
d’intersection de K avec Q passe par P, et la conique
polaire réciproque du cone-enveloppe K par rapport a Q
touche le plan 2. Par conséquent, Venveloppe des
cercles de la séric est une cubique circulaire etla conique
des centres est une parabole. On déduit que : Les cercles
qui passent par un méme point et qui ont leurs centres
sur une parabole enveloppent une cubique circulaire.

Un autre cas particulier intéressant est celui ou le
point A se trouve sur le plan «; alors laligne des centres

se rédult & une droite.

14. Faiscean de réseaux Guadratiques. — Deux ré-
scaux quadluti(]ucs M et M, ont en commun o' cercles
qui forment une séric biquadratique de cercles qui cor-
respond a la développable commune aux deux qua-
driques M et M. s enveloppent une courbe circulaire
du huiticme ordre et leurs centres sont sur une quar-
tique.

A un faisccau tangenticl de quadriques M correspond
un faisceau de réseaux quadratiques qui ont une méme
série biquadralique commune.

Dans un faisceau tangenticl de quadriques il y en a
quatre qui se réduisent a des coniques-enveloppes, done
dans un faisccau de réscaux quadratiquesil yen a quatre
singulicrs. Les quatre cercles doubles correspondent aux
faces d’un téiraedre autopolaire par rapport a toutes les
quadriques du faisceau.

En  considérant le faisccaun tangentiel des deux
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quadriques Q ¢t M’y on aura le théoréme suivant :
Une quartique bicirculaire peut étre considérée de
quatre manieres différentes comme l'ensemble des
points d’un réseau quadratique singulier.

NoTEs ET EXERCICES. — 1° Ltude de la transforma-
tion quadratique T (n° 2, ¢). Résoudre les questions
suivantes en appliquant les propriétés de cette trans-
Sformation : a. Trouver la propricété caractéristiqgue des
réseaux quadratiques pour lesquels il existe un cercle
qui coupe diamétralement les cercles du réseau; b.
Litant donné un cercle Y, on peut construire le réseau
linéaire L des cercles qui sont coupés orthogonalement
par ¥y, et le réseau quadratique M des cercles qui sont
coupés diamétralement par v; trouver les relations
entre ces deux reseaux.

2" Démontrer que les deux systémes de séries
linéaires qui sont comprises dans le réseau quadratique
de Uexemple 53 du n° 11 correspondent & des droites
tangentes a la quadrigue Q.

3° Leudier le réscau quadratique des cercles pour
lesquels deux droites données sont réciproques.

4° Soient o, B, v, ¢ quatre cercles; o/, ', y', ¢ les
cercles orthogonaux des ternes 3yn, vix, 63, ady.
Démontrer yue les quatre faisceaux de cercles ao!, B3,
Y, 60’ appartiennent, en général, a un réseau qua-
dratique.

5° Erudier la série des cercles qui sont coupés dia-
métralement par deux cercles fixes.

6° Les cercles qui passent par un point et qui tou-
chent un cercle vy, touchent un autre cercle y'.

7° Les séries linéaires qui ont un cercle commun et
qui sont tangentes a un réseau quadratique forment
un réseau quadratique singulier (n° 8).
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1II. — AprricATiON AU PROBLEME D'AroLLONIUS.

15. Systéme de deux cercles. — Soient donnés deux
cercles wy, uj; il y a %2 cercles qui les coupent sous des
angles égaux ct qui s’appellent les cercles isogonauz du
systéme. En appliquant la formule (4) du n° 11, on
trouve pour les cercles isogonaux u; I’équation

QULUY A 2 U UG+ Uy— Uy —+ Uy — U,
(Ul us— W (U +ul+uy—u),)

— 9 E} — "3y "o II_ 4
(w4 ui+ ug—uy ) (U2 + w2+ uj—uj

Par conséquent, ils forment deux réscaux linéaires L', L.
Les plans correspondants dans 'espace passent par
deux points dont les projections sur wwsont les centres
I" des cercles orthogonaux %, ¥ des deux réseaux.
Chaque droite qui passe par I’ ou I’ coupe les deux
cercles u,, u} en quatre points qui déterminent des séries
lincaires de cereles appartenant aux réseaux. On déduit
facilement que les points I/, I sont les centres de simi-
litude des cercles o/, u” et que les cercles W, A sont les
cereles radicaux intérieur et extérieur du systéme o/, u”.
Considérons les réscaux quadratiques M/, M” des cercles
tangents a o', «”. Les quadriques correspondantes sc
réduisent & des coniques de Q et, par conséquent, leur
développable commune se réduit a deux cones. Puisque
les cercles tangents aw’ et v” sontisogonaux a ces cercles,
ils appartiennent aussi aux deux réscaux L/ et L” et, par
conséquent, les sommels des deux cones sont les centres
des deux gerbes de plans correspondant aux réseaux L/,
. Donc les cercles tangents & deux cercles v/, u" for-
ment deux séries quadratiques de cercles dont les
cercles orthogonaux sont les cercles radicaux du sys-

. "
téme o'y u”.
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16. Systéme de huit cercles associés. — Trois équa-
tions des degrés m, n, p déterminent un systéme de m,
n, p cercles. Le cas ou m=n=p =2 est particu-
liérement intéressant. On a alors un groupe de huit
cercles communs a trois réseaux quadratiques ct que
lon peut appeler systéme de huit cercles associés.
Les propriéiés de ce systéme peuvent se déduire des
propriétés de huit p]aus tangents communs a trois qua-
driques; par conséquent, sept cercles du systéeme déter-
minent le huitieéme, et 'on peut le construire en wradui-
sant sur le plan les constructions que 'on connait pour
I’espace.

Exemple. — Des théorémes de Hesse on déduit que
deux quadruples de cercles autopolaires par rapport a
un résean quadratique forment un systéme de huit
cercles associés; ct réciproquement, si deux quadruples
de cercles forment un systéme associé, clles sont auto-
polaires par rapport & un méme réseau quadratique.

17. Si les trois quadriques se réduisent a trois co-
niques v, u”, u” considérées comme enveloppes de plans,
les huit plans tangents communs formeut un systéme
remarquable auquel correspond sur le plan ©le systéme
des huit cercles tangents aux trois cercles images des
coniques ', u”, u".

Donc, on pourra obtenir la solution du probléme

d’Apollonius par des considérations dans Iespace.

18. Soient u/, u}, u} les cercles correspondant aux
124 12 P

coniques u/, u”, u”; on pourra former les trois couples

wuj, uju], u;u;. Chacun de ces couples donne licu a

deux centres de similitude; on a ainsi six points dont

nous voulons étudier la position.

. : ) : 1ol
Les arétes du triedre des plans des coniques o', ¢, «
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coupent Ja quadrique aux couples de points AA', BB,
CC’; les points AA’ sont communs aux coniques o/, u’,
les points BB aux coniques u”, u”, et les points CC’ aux

coniques v, /. Les sommets des six cones sont

Vi=AB.A'B, Vi=AC . AN C Vs;= BC .B'C/,

==

Vo= AB'.A'B, V,=AC.A'C, Ve= BC'.B'C.

On voit immédiatement que ces points sont trois par
trois sur quatre droites intersection des couples de plans :

ABC ADBC A'BC ABC(C
A'B'C" A'BC" ABC ABC

De 1a on déduit que les six centres de similitude
d’un systéme de trois cercles sont trois partiois sur
quatre droites. Ces droites s’appellent les axes de simi-
litude du systéme.

19. Considérons un plan qui passe par les trois points
Vi, Vi, V; en ligne droite; le cercle correspondant doit
couper isogonalement u,, u] el uy, u; et par conséquent
coupe isogonalement les trois cercles donnés. On a ainsi
(quatre faisccaux de plans auxquels correspondent quatre
séries lindaires de cercles isogonaux & uy, u), uj.

Donc : les cercles isogonaux & trois cercles donnés
Sorment quatre séries lincaires dont les axes radicaux
sont les quatre axes de similitude.

20. Solution du probléme d’ Apollonius. — Les huit

!y u" sont

pluus ltangents communs aux coni(lues Wy u
les plans tangents communs aux six cones dout les som-
mets sont les points V;(i=1,2,3,4,5,6). Donc ces
huit plans passent deux par deux par les quatre droites
que nous venons de trouver (n° 18).

Par conséquent les huit cercles tangents aux cercles
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donnés apparticnnent deux i deux aux quatre faisceaux
des cercles isogonaux (n° 19).

De 1a on déduit unc construction du probléme
d’Apollonius différente de celle de Gergonne.

Nous n'insistons pas sur cetle construction qui se
trouve exposée dans un intéressant Mémoire de
M. Fouché inséré dans les Nouvelles Annales (*). Dans
le méme Volume de ce Journal, on trouvera un Mé-
moire de M. Lemoine qui contient 'analyse comparée
des solutions de Viéte, Gergonne, Fouché et Mannheim,
en appliquant les principes de la Géométrographie.

Notes et Exencicrs. — 1° Il y a huit cercles isogo-
naux & quatre cercles donnés a, 3,v, 8. Si «/, ', ¥y, ¢
sont les cercles orthogonaux des systémes 3ys, yoa, 623,
afy, ces cercles et les huit cercles isogonaux forment
une configuration harmonique de cercles (exemple 3°
duparagraphe I).

2° A un tétraédre autopolaire par rapport  la
quadrique Q correspond une quadruple de cercles
orthogonaux deux & deux. Ces cercles peuvent se con-
sidérer comme les cercles conjugués des quatre triangles
que l’on peut former avec un quadrilatére orthogonal.
Propriéeés de ce systéme.

3° Si Uon a deux quadrilatéres orthogonaux les
deuwx quadruples de cercles correspondantes forment
un groupe de huit cercles assocics.

4° Les cercles doubles des quatre réscaux singuliers
d’un faisceau de 1éseaux quadratiques sont orthogo-

naux deux & deuax.

(") Sur les cercles qui touchent trois cercles donnés ou qui les
roupent sous un angle donnce (Noucelles Annales, 18g>).
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5° Construire un cercle isogonal & trois cercles
donnés et qui passe par un point.

6° Ltude de la série des ceicles qui coupent deux
cercles fixes sous des angles constants.

7° Déduire la construction du probléme de Steiner :
construire les cercles qui coupent trois cercles donnés
sous des angles donnés.

NOTICE HISTORIQUE.

Les recherches de Poncelet (Traité des propriéiés
projectives des figures) et de Steiner [ Einige geome-
trische Beobachtungen (Journal de Crelle, vol. 1)]
élablissent les propriétés principales du systéme de
deux et de trois cercles. Dans le Mémoire de Steiner se
trouve, en outre, la solution de plusicurs problémes,
parmi lesquels le probleme d'Apollonius et celui de
Malfatii. Pour le probléeme d’Apollonius, on connais-
sait déja la solution de Gergonne.

La représentation d’une quadrique sur le plan a été
découverte par Chasles. Elle permet de déduire, des
propriétés de la quadrique, les propriétés d'un systéme
de coniques du plan qui passent par deux points, et vice
versa.

Lorsque ces deux points sont les points cyeliques,
on aura les cercles du plan. Un cas particulier est la re-
présentation stéréographique dela sphére. L’application
de cette représentation a I'étude des cercles du plan se
trouve dans un intéressant Mémoire de ZThome [ Das
cbene Kreissystenie und seine Abbildung auf den
Raum (Zeitschr. fiir Math., vol. XX1X, 1884)]. Dans
ce Mémoire se trouve pour la premiére fois 'étude des
réscaux quadratiques de cercles.

Les propriétés des réseaux quadratiques de cercles
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peuvent servir pour P’étude des cubiques et des quar-
tiques circulaires : Voir le Mémoire de G. Loria (Re-
marques sur la géométrie analytique des cercles du
plan et sur son application & la théorie des courbes bi-
circulaires du quatriéme ordre) (Quarterly Journal,
vol. XXII, 1887)].

Parmi les autres Mémoires qui traitent du cercle dans
le plan, je noterai le Mémoire de Fouché déja cilé, un
Mémoire de Hosfeld (Ueber die mit der Lisung einer
Steiner’schen Aufgabe zusammenhangende Cfz [124
16;], Zeit. fiir Math., vol. XXIX) qui traite de la
configuration harmonique de cercles, et le Mémoire de
Ciamberlini (Sulla rappresentazione dei punti di un
pianoconi puntid’un paraboloide ellittico) ou se trouve
exposée une particuliére représentation des cercles du
plan.

On peut aussi ajouter les Mémoires de Miiller ct de
Mehmke qui ont appliqué les principes de Grassman
(voir : Monatshefte fiir Math., vol. III, et Zeitsch.
Jur Math., vol. XXV).



