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[L247d]
SUR DES POLYEDRES MOBILES COMPARABLES AUX POLYGONES
DE PONCELET;

Par M. G. FONTENE.

I.

Tutorime 1. — Etant données deux quadriques U
et V, pour que les huit conditions par lesquelles un
tétraédre AWE® est circonscrit a l'une et inscrit &
lautre se réduisenta sept, ou encore pour que les
tétraédres circonscrits a l'une et inscrits a ['autre
dépendent de cing paramétres au lieu de quatre, il
Sfaut et il suffit que ces deux quadriques aient quatre
génératrices communes.

1° La condition est sullisante. Soient LM, MN, NP,
PL les quatre génératrices communes; les deux qua-
driques admettent en nombre doublement infini des
tétraédres conjugués communs ABCD, les arcétes AC
et BD étant dirigées suivant LN et MP; un plan tan-
gent a la quadrique U rencontre LN et MP en deux
points que nous prendrons comme points A et B. Les
équations des deux quadriques U et V rapportées an

téiraédre ABCD sont

(U) X2—Y2-- 72+ T2=o,
V) X2 - A2Y2— 22+ k2T2=o0:

le plan tangent & U est Z="T. Prenons sur la qua-
drique V un point ® de coordonnées a, b, ¢c,d, ce qui
donne

a?--- c? a?—b-- ¢+ d?

[)7~—d1’ k- 1= -—--——

ke Foa




(68)
et considérons le cone de sommet ® circonscrit 4 U :
(k—1)(bt—d?) (X2 — Y2 —Z2+ T2)
—(aX—bY —cZ+dT)t=o0.

Il faut démontrer que, si I'on coupe ce cone et la
quadrique V par le plan Z =T, tangent a U, les deux
coniques u et v obtenues admettent des triangles L1he
circonscrits & u et inscrits & v; s'il en est ainsi, les
tétraédres AS® dépendent de cing paramétres : deux
pour le sommet ®, deux pour le plan &S, un pour le
triangle JubS. Or on a, en faisant Z = T dans I’équa-
tion du cone et dans celle de la quadrique V,

(u) (h—1)(br—d?) (Y2 —X2)+[aX—bY —(c—d)LZ]t=o0,
(v) X2 — AY2-(h—1)22=0,
et les invariants du systéme doivent satisfaire 4 la rela-
tion connue 82— 406’= o. On trouve d’abord

8 =—(c—d)2(b2—d2):(k —1)%

on a ensuite
0=(k—1)(02—d>)[(k+1)(c—d)2—(k—1)2(b2—d?)
+(k—1) (a>—b?)],
ou, en remplacant dans le crochet (k—1)(b2— d?)
par a® — b — ¢* - d?,
0=2(c—d)(b2—ad2)(k—1)(he — d);
on a enfin
0 = (k — 1)(b2— d?)(k2—1)— a2k (k —1)
+ 0k —1)— A (c2+d2—acd),
ou, en remplagant (A — 1) (62— d?) par
a?— b— ct+ 42,
0= — k22— KD — d?)—(a?—c?)— d
+ h(at—c?) + k(b2 — d?) +2kcd = — (ke — d)2

on a donc bien §2 — 4286 = o.
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2 La condition est nécessaire. Les deux quadriques U
et V étant supposées quelconques, si l'on se donne le
sommet ® sur la quadrique V, les plans b2 sont les
plans tangents communs a la quadrique U et a une sur-
face qui est 'enveloppe des plans coupant le cone de
sommet ® circonscrit a U, et la quadrique V, suivant
deux coniques u et ¢ qui admettent des triangles cir-
conscrits a u et inscrits a v; or, il existe une qua-
drique U’ inscrite au cone et ayant avec V quatre géné-
ratrices communes : cette quadrique est I’enveloppe en
question, d’aprés ce qu’on a vu; dés lors, pour que le
plan tangent a la quadrique U puisse étre quelconque,
il est nécessaire que la quadrique U, qui doit se con-
fondre avec U’, ait avec V quatre génératrices com-
munes.

Quand les deux quadriques U et V sont quelconques,
comme les deux quadriques U ct U’ sont inscrites a un
méme cdne, clles ont un second cone circonscrit com-
mun, de sorte que les plans e, tangents a U, qui
correspondent a un méme point ® pris sur V, passent
par un point déterminé.

Tugorkve II. — Pour que deux quadrigues U et V
admettent des tétraedres dont les arétes leur soient
tangentes, il faut que les racines du discriminant de
la forme 3.0 4V, soit

ANV O3 - PA2+ O A = A,
verifient larelation
(1 2/h.e'yY N =o,
cequi a lieu siles invariants vérifient la relation

(1") D =920 & 2/80,
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(1) @' —8B2(AN 4+ 08')+16(20'—66')1 =0,

il existe alors une simple infinité de tétraédres répon-
dant a la question.

1° Si un tel tétraédre existe, en le prenant comme
tétracdre deréférence, les équations des deux quadriques
sont de la forme

A2 B2y2 4. . —2ABaxy —...=0:
\l
/
en posant — =2, ..., on trouve que les rapports des
I\
cinq invariants ne dépendent que des trois quantités Sa,
Safy, a2vs, et une élimination facile donne la rela-

tion (1'). Le discriminant, égalé & zéro, donne
ey =ya—n(/y=6+/=@)=o,
ou, en désignant /X par .,
phIE i/ —0 = py/— 0= /A=o,

ce qui donne la relation (1); on verrait d’ailleurs que (1)
donne (1) en comparant cette équation en w a I’équation
aux carrés des racines;

2° Considérons la figure formée par un tétracdre et
deux quadriques inscrites aux arétes : en partant du
tétracdre, cette figure dépend de paramétres en nombre

12+ 3+ 3 =18;

si 'on part des deux quadriques, liées par la relation (1),
et dépendant de dix-sept paramétres, le tétraédre doit
dépendre d’'un parameétre. Il y aurait a chercher la
courbe T' qui est le lieu des sommets des tétraédres,
celle I” qui est osculée par les plans des faces, ct la sur-
face réglée qui est le licu des arctes. Si I'on considére le
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tétraédre infiniment voisin du tétraédre de référence et
répondant & la question, en désignant les coordonnées
des sommets par (14 o, o', 0", a"), (B, 14+ 3, 8", 8"),...,
et en supposant A'= B'=C'=1D'=1,0n a, avec ¢ infi~
niment petit,

' "

oA 2%
(AB—CD)(C—D) _ (\C—=DB)(D—B)
— 1, JE— ‘-
T (AD=BC)(B=0C) T "
3)( _ BNI
(BU—D\V)(D—A)  (BD--AC)(\—L)
e}

9

= BY=CDYC=D, =

on constate que la courbe I ne peut pas étre une cubique
gauche, comme on pourrait le soupconner; les tan-
gentes en A, B, C. D percent les plans BCD, .. ., en des
points , 3, ¥, ¢, tels que le plan 83 par exemple passe
en A. On a un fait corrélatif pour la courbe I".

Pour deux sphéres. quadriques bitangentes, en appe-
lant d la distance des centres, R et R’les r1ayons, on
obtient
_’_‘g =+ R=R;
)

R =R ou

dans le second cas, les tétraédres sont des pyramides
triangulaires réguliéres, disposées autour de la ligne des
centres, et la réalité suppose la relalion avec deux
signes ~+; dans le premier cas, les tétraédres ont leurs
arétes opposées égales deux a deux, et ils dépendent de
deux parametres.

Remarque. — 1l y aurait a chercher si les dix condi-
tions par lesquelles un tétratdre a ses arltes tangentes
a une quadrique U et est inscrit (ou circonscrit) a
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une quadriqwe V peuvent se réduire a un nombre
moindre.

1I.

La figure corrélative d’un octaédre a diagonales con-
courantes est un hexaédre pour lequel les droites d’in-
tersection des plans des faces opposées sont dans un
méme plan, ou, d’une maniére abrégée, un hexaédre a
intersections coplanaires. Comme deux quadriques

Y \r2=o, YN x= o,

sont polaires réciproques par rapport a chacune des huit
quadriques
x - \/\A' r’=o0,

des hexaddres i intersections coplanaires circonscrits a
une quadrique U el inscrits a une quadrique V donnent
lieu & des octaédres & diagonales concourantes circon-
scrits & U et inscrits a V.

Tutoriiue WL — Si Von se propose d’obtenir un
hexaédre & intersections coplanaires, ou un octaédre
& diagonales concourantes, circonscrit & une qua-
drigue U et inscrit & unc quadrique V, le probléme,
qui parait étre doublement indétermind, n’est possible
que st les racines du discriminant de la forme \U +V
verifient la relation

(2) — A+ NN+ AN=0 ou A =2},

ce qui a lieu si le discriminant admet la racine :—f,
ou encore si L'on a

(+) 8" — 1A02. D 1 §120.6'— 1613, A = o;

le probléme est alors triplement indéterminé. Le plan
des intersections est le méme pour tous les hexaédres,
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c’est Je plan ABC de Punc des faces du tétraédre
conjugué commun aux deux quadriques, et le
triangle LONOT des inteisections est I'un quelconque
des triangles conjugués par rapport a la conique U sui-
vant laquelle le plan ABC coupe la quadrique V; le
point de concours des diagonales est le méme pour tous
les octaédres, c’est le sommet D du téiraédre conjugué
commun, et le triédre des diagonales est 'un quelconque
des triédres conjugués par rapport au cone de sommet D
circonscrit a la quadrique U.
1° Un hexaédre a diagonales coplanaires circonscrit
dune quadrique U dépend de ncuf paramétres; si une
quadrique V passe par les huit sommets, ccla fait sept
conditions; mais V n'est pas quelconque par rapport
a U. Si D est le pole du plan £ORIT par rapport a U,
comme les équations des six plans rapportés au té-
traédre LITITD sont

r==al, y === bt s ===ct,

de sorte que 'on a pour les coordonnées des huit som-

mets
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la quadrique V est conjuguée par rapport au tétraédre
LOMITD, D est le pole du plan £0IT par rapport a 'V,
et la section de V par ce plan est une conique ¢ con-
juguée au triangle £, Si 'on désigne par ¢, 6, 8/, &
les invariants du systéme des deux coniques u et v
obtenues en coupant les quadriques U et V par le
plan £OIT, on trouve que le discriminant de la
forme WU —+ V doit étre, a un facteur prés,

(3% 4 0) (3N OX2—+ 0% + 3'),

ce qui donne la condition (2).
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2° Comme pour le théoréme 1I (pour le théoréme I,
ou I'on a démontré d’abord que la condition est suffi-
sante, on a di employer un autre mode de raisonne-
ment). Le théoréme comprend la sphére de Monge, et
peut s’y ramener; les diagonales des octaédres sont alors
trois diamétres conjugués de la quadrique U.

Pour deux sphéres, quadriques bitangentes, on doit
avoir

d?*= R2+ R"?2
ou
d?= R2+ R2= 2R y/R2+ R,
Remarque. — Si V'on demande un polyédre d’espéce

donnée, dont les arétes soient tangentes 4 une quadrique
donnée, ce polyédre dépend de six paramétres; s’il s’agit
d'un hexaédre dont les plans des faces doivent toucher
une autre quadrique donnée, ou d’un octaédre dount les
sommets doivent éire sur unc quadrique donnée, le
probléme parait étre déterminé. L'est-il réellement?



