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[L217d]
SUR DES POLYÈDRES MOBILES COMPARABLES AUX POLYGONES

DE PONCELET;
PAR M. G. FONTENÉ.

I.

THÉORÈME I. —'* Étant données deux quadriques U
et V, pour que les huit conditions par lesquelles un
tétraèdre <JU&O(D est circonscrit à l'une et inscrit à
Vautre se réduisent à sept, ou encore pour que les
tétraèdres circonscrits à Vune et inscrits à Vautre
dépendent de cinq paramètres au lieu de quatre, il
faut et il suffit que ces deux quadriques aient quatre
génératrices communes.

i° La condition est suftisante. Soient LM, MN, NP,
PL les quatre génératrices communes; les deux qua-
driques admettent en nombre doublement infini des
tétraèdres conjugués communs ABCD, les arêtes AC
et BD étant dirigées suivant LN et MP} un plan tan-
gent à la quadrique U rencontre LN et MP en deux
points que nous prendrons comme points A et B. Les
équations des deux quadriques U et V rapportées au
tétraèdre ABGD sont

( U ) X* — Y*- -Z2- f -T« = o,

(VV) X«—A-*Y*-Z*-f-A:*T*=o:

le plan tangent à U est Z = T . Prenons sur la qua-
drique V un point (D de coordonnées a, b, c, d, ce qui
donne

a*— c2 a*— b*-- c*-i-d*
k A
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et considérons le cône de sommet (D circonscrit à U :

Il faut démontrer que, si Ton coupe ce cône et la
quadrique V par le plan Z = T, tangent à U, les deux
coniques u et y obtenues admettent des triangles «1/1&3
circonscrits à u et inscrits à v; s'il en est ainsi, les
tétraèdres JUfoGcD dépendent de cinq paramètres : deux
pour le sommet (Ö, deux pour le plan JWi&G, un pour le
triangle <JU)!>3. Or on a, en faisant Z = T dans l'équa-
tion du cône et dans celle de la quadrique V,

(p) X2—

et les invariants du système doivent satisfaire à la rela-
tion connue 92— 4^0 /= o. On trouve d'abord

8 = — ( c —

on a ensuite
0 = ( £ — i) (6*— d*)[(k -+- \){c — dy -(k —\)*{b

-KÂ--I) («

ou, en remplaçant dans le crochet (A~—0
para2— b2 — c2-+-d2,

0 = i(c - d)(b* ~ d*)(k - i)(Ac - d);

on a enfin
0 ' ^ (A- — i ) ( 6 2 — d*)(ki — i ) — a^

ou, en remplaçant (£ — I ) ( ^ 2 — ^ 2 ) P a r

a2—62—c2^-^^

O' = _X;2c2-A2(^2— d*)—(a2 — c2)-rf2
-h A(a2— c2) -+- A(62 - rf»)

on a donc bien O2 — 4 89' = o.



2° La condition est nécessaire. Les deux quadriques U
et V étant supposées quelconques, si l'on se donne le
sommet (Ö sur la quadrique V, les plans ,U!Ï>3 sont les
plans tangents communs à la quadrique U et à une sur-
face qui est l'enveloppe des plans coupant le cône de
sommet CÖ circonscrit à U, et la quadrique V, suivant
deux coniques u et v qui admettent des triangles cir-
conscrits à u et inscrits à v\ or, il existe une qua-
drique 17 inscrite au cône et ayant avec V quatre géné-
ratrices communes : cette quadrique est l'enveloppe en
question, d'après ce qu'on a vu; dès lors, pour que le
plan tangent à la quadrique U puisse être quelconque,
il est nécessaire que la quadrique U, qui doit se con-
fondre avec U', ait avec V quatre génératrices com-
munes.

Quand les deux quadriques U et V sont quelconques,
comme les deux quadriques U et U' sont inscrites à un
même cône, elles ont un second cône circonscrit com-
mun, de sorte que les plans al>\lb8, tangents à C, qui
correspondent à un même point (D pris sur V, passent
par un point déterminé.

THÉORÈME IL — Pour que deux quadriques U et V
admettent des tétraèdres dont les arêtes leur soient
tangentes, il faut que les racines du discriminant de
la forme ÀU -f- V, soit

AX*+- eX3 + *X*4- e'X -h A',

vérifient la relation

(i) 2s/X.sV^=o,

ce qui a lieu si les invariants vérifient la relation
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il existe alors une simple infinité de tétraèdres répon-
dant à la question.

i° Si un tel tétraèdre existe, en le prenant comme
tétraèdre de référence, les équations des deux quadriques
sont de la forme

A2;r2~- B2JK2-+-.. .— iXnxy — . . . = u ;

en posant ~ — a, . . . , on trouve que les rapports des

cinq invariants ne dépendent que des trois quantités Sa,
ïapy, a[ïyo, et une élimination facile donne la rela-
tion (i r) . Le discriminant, égalé à zéro, donne

(x* v/Â -± / À 7 ) 2 - À (X v/^ë" ± y/^'e7)2 - o,

ou, en désignant \JA par [JL,

ce qui donne la relation (i); on verrait d'ailleurs que (i)
donne (V) en comparant cette équation en ix à l'équation
aux carrés des racines;

2° Considérons la ligure formée par un tétraèdre et
deux quadriques inscrites aux arêtes : en partant du
tétraèdre, cette figure dépend de paramètres en nombre

12-1-3 4- 3 = 18;

si l'on part des deux quadriques, liées par la relation (i),
et dépendant de dix-sept paramètres, le tétraèdre doit
dépendre d'un paramètre. Il y aurait à chercher la
courbe F qui est le lieu des sommets des tétraèdres,
celle F' qui est osculée par les plans des faces, et \a sur-
face réglée qui est le lieu des arêtes. Si Ton considère le
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tétraèdre infiniment voisin du tétraèdre de référence et
répondant à la question, en désignant les coordonnées
des sommeta par (i + a, a > V % ( r V + ?',?", $'"),...,

et en supposant A ' = IV = C ; = D ' = 1 ,on a, avec s infi-
niment petit,

(AB —

( BG -

GD)(C —

3"
1M)(I>-

D)

A)

( \G —

( A b -

(131J —

( B V -

a '
BG)(B —

3'"
AG)( \ —

8
CD)(C —

G)

G)

on constate que la courbe F ne peut pas être une cubique

gauche, comme on pourrait le soupçonner; les tan-

gentes en A, B, C. D percent les plans BCD, . . . , en des

points a, [3, y, o, tels que le plan (3yo par exemple passe

en A. On a un fait corrélatif pour la courbe F'.

Pour deux sphères, quadriques bitangcntes, en appe-

lant d la dislance des centres, R et R'les i ayons, on

obtient

dans le second cas, les tétraèdres sont des pyramides

triangulaires régulières, disposées autour de la ligne des

centres, et la réalité suppose la relation avec deux

signes 4- ; dans le premier cas, les tétraèdres ont leurs

arêtes opposées égales deux à deux, et ils dépendent de

deux paramètres.

Remarque. — II y aurait à chercher si les dix condi-

tions par lesquelles un tétraèdre a ses arêtes tangentes

à une quadriquc U et est inscrit (ou circonscrit) à



une quadriqive V peuvent se réduire à un nombre
moindre.

H.

La figure corrélative d'un octaèdre à diagonales con-
courantes est un hexaèdre pour lequel les droites d'in-
tersection des plans des faces opposées sont dans un
même plan, ou, d'une manière abrégée, un hexaèdre à
intersections coplanaires. Comme deux quadriques

sont polaires réciproques par rapporta chacune des huit
quadriques

des hexaèdres à intersections coplanaires circonscrits à
une quadrique U et inscrits à une quadrique V donnent
lieu à des octaèdres à diagonales concourantes circon-
scrits à U et inscrits à V .

TnÉoiii:\ïE 111. — Si Von se propose d'obtenir un
hexaèdre à intersections coplanaires, ou un octaèdre
à diagonales concourantes, circonscrit à une qua-
drique U et inscrit à une quadrique V, le problème,
qui paraît être doublement indéterminé, n est possible
que si les racines du discriminant de la forme \\] + V
vérifient la relation

ce qui a lieu si le discriminant admet la racine >

ou encore si l'on a

(V) e'̂ — 4A02.<i> -H SA^e.e'— I G A 3 . A ' = o;

le problème est alors triplement indéterminé. Le plan
des intersections est le même pour tous les hexaèdres,
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c'est le plan ABC de Tune des faces du tétraèdre
conjugué commun aux deux quadriques , et le
triangle 4\0ïl )b des inteise( tions est l'un quelconque
des triangles conjugués par rapport a la conique U sui-
vant laquelle le plan ABC coupe la quadrique V; le
point de concours des diagonales est le même pour tous
les octaèdres, c'est le sommet D du tétraèdre conjugué
commun, et le trièdre des diagonales est run quelconque
des trièdres conjugués par rapport au cône de sommet D
circonscrit à la quadrique U.

i° Un hexaèdre à diagonales coplanaires circonscrit
a une quadrique U dépend de neuf paramètres; si une
quadrique V passe par les huit sommets, cela lait sept
conditions 5 mais V n'est pas quelconque par rapport
à U. Si D est le pôle du plan ĵ)H<Db par rapport à U,
comme les équations des six plans rapportés au té-
traèdre ^piL^Dsont

x~±.at, y = dzùt, z — ±:ct,

de sorle que Ton a pour les coordonnées des huit som-
mets

X" _ y1 z1 _ V-
ô» = TT* = ë1 == 7 '

la quadrique V est conjuguée par rapport au tétraèdre
£01U%D, D est le pôle du plan ( « U ^ par rapport à V,
et la section de \7 par ce plan est une conique s> con-
juguée au tiiangle .Çj)lL<DI>. Si l'on désigne par 8, 6, 6', 8'
les invariants du système des deux coniques u et v
obtenues en coupant les quadriques U et V par le
plan £pïLX, on trouve que le discriminant de la
forme XU + V doit être, à un facteur près,

(SX -H 0) (8X3+ eXs-f- Q'X H- o'),

ce qui donne la condition (2).
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2° Comme pour le théorème II (pour le théorème I,

où l'on a démontré d'abord que la condition est suffi-
sante, on a dû employer un autre mode de raisonne-
ment). Le théorème comprend la sphère de Monge, et
peut s'y ramener*, les diagonales des octaèdres sont alors
irois diamètres conjugués de la quadrique U.

Pour deux sphères, quadriques bitaiigent.es, on doit
avoir

fP = R2 _+_ R'2 ±. 2 R

Remarque. — Si l'on demande un polyèdre d'espèce
donnée, dont les arêtes soient tangentes à une quadrique
donnée, ce polyèdre dépend de six paramètres*, s'il s'agit
d'un hexaèdre dont les plans des faces doivent toucher
une autre quadrique donnée, ou d'un octaèdre dont les
sommets doivent être sur une quadrique donnée, le
problème parait être déterminé. L'est-il réellement?


