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[D1d]
SUR LES SYMBOLES g A PLUSIEURS VARIABLES
INDEPENDANTES;
. Par M. LEon AUTONNE.
[. — PreéviMivAigges.
Soit X une fonction de x qui, pour x=o par

o .
exemple, prend la forme > Pour | x| assez petit, on a

X=P,(x):Py(x) avec P,(0)=Py(0)=0. On con-
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vient que la valeur X, de X pour x = o est la limite
vers laquelle tend X quand x tend vers zéro. Si Py et
P, pour |a| assez petit se développent en séries de
Taylor, des régles bien connues donnent X,. Si X dé-
pend de 7 variables distinetes o, y, z, ... avee

Py(r, v, 3, ...)

oz, 7 = —)[’,(0y 0, ...)=Pylo, ...) =0,

A
fi

on peut encore convenir gue X, est la limite de X
quand | x|, | 2], | =, ... tendent vers zéro. Seulement
X, n'est plus unique et change avee la loi de décrois-
sance simultanée des modules. Si Py et Py sont régu-
licres, on peut (Weierstrass) obtenic pour X, tout
nombre pris arbitrairement 4 Pavance.

Mais considérons N fonctions X;= P, : Py, i =1, 2,
ey N, N2y avee Pifo, ..)=Py(0,...)==0. Les
X ne sont plus simultanément arbitraires. Si Pon
s’en donne quelques-unes, les autres s'en déduisent. Je

pose alors le prol)](‘:nm suivant :

Connaiitre tous les systémes de valewrs-limites vers
lesquelles tendent simultanément les rapports des P,
quand les r variables tendent vers zéro de toutes les
Jacons.

Une terminologie géoméirique cst commode. Dans
un espace Ey a4 N dimensions, prenons les N 41 coor-
données homogenes § d'un point g, j=o0,1, 2, ...,N;
considérons les x, y, z, ... comme les coordonnées
d'un point £ dans un E,. & ¢t T sont lides par les rela-
lions

pkj =Pz, y, ), o = facteur de proportionnalité,

Pj(0, 0, ...)=o0.

Quand L tend versle pointw[r=y=z=... =0]
suivant un certain iZincéraire @, & tend vers une posi-
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tion limite £, de coordonnées E_j, Journie par . Le
probléme est alors de construire la figure Q, de Ey,
lieu des poilltsg,foul'n[s par tous les itinéraires pos-
sibles.

Grice aux magistrales recherches de Weierstrass sur
les séries enticres & plusicurs variables, on peut par-
venir au but (*). La solution compléte exige trop d’ex-
plications préliminaires pour étre exposée ici; mais,
dans le cas particulier ci-aprés, qui sc laisse traiter
d’une fagon directe et 1rés facile, on retrouve la méthode

T

et les principales circonstances du procédé général.

II. — ConsTrucTion vune rravre Q.
Solent, pour N = r=9,7=o0, 1, 2,

PRI =S10) =2\, B,
Ay =, x*—xx1(...), 2, § = entiers,
COB = by B aBrt(L), \,, B, = holomorphes en z;
les neuf constantes a,, b,, ¢, sont quelconques sans aucune

relation particuliére entre elles.

Quand ) varic scul, & décrit dans le plan E, une

conique I', dont I'équation s’obtient en (»liminanlp ety

(') Le lecteur désireux d'approfondir la matiére peut se reporter
a mes autres publications.

Comptes rendus : Sur les varietés unicursales a deuxr dimen-
stons (1t novembhre 18g5y).

Sur les varietes unicursales a trois dimensions (g et 3o dé-
cembre 1845).

Sur les poles des fonctions uniformes a plusieurs variables
independantes (13 janvier 1897).

Rendiconti du Cercle mathematique de Palerme, 1896 .

Sur les poles des fonctions uniformes a deux variables inde-
pendantes.

Acta mathematica : Sur les péles des fonctions uniformes a
plusicurs variables indépendantes (a paraitre).
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Posons, I, m,. n, élant neuf quantités quelconques,
[n 11 [‘2

my gy my = ({mn),

Ny ny na !

le meilleur procédé d’élimination (Crrsscu, Lecons sur
la Géométrie, traduction A. Benoist, t. I, p. 2g2) est
d’annuler le discriminant P (§y, &, &) du polynome
quadratique en y

U = (8 0) =5 (A0 +y (5Be) + (5BA),
d’ot Péquation de T
P=((Bcpr—4(ZAc)(EBA) = o.
Sous le bénéfice de P = o, I'équation U (»)=o0 a une

. 720l N
racine double y, o =0 d'ou

[

(¢

o _ (3Be) _ »(EBA) _ [(:BA)

Pour chaque valeur de x et de y, S est donné par
Pintersection de la conique T' avee une des droites (1).
Quand x est infiniment petit, § tend vers un certain
point de la covrbe T limite de T. La_figure Q, est situce
toul entiére sur la courbe 1.

Démontrons la réciproque : un point quelconque .,
de coordonnées ;, de T est sur Q.

Supposons w déterminé par Pintersection de T avee
la droite ¢, 1](,5. — 1],50: Cy 1t o= %y k= qucl-
conque. Soit kun pointou ¢ coupe I'; 'équation P(h) = o
exprime qu’il existe au moins une racine 1 commune
aux deux équations

Jo(») :‘&JQ _ S ()

Ao /1 A
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ou aux lrois équations
lif) Wfi(r)=Nfily)=o0, L j=o0, 1,2,
savoir
(hicj—hje)y2+ (hihj— XAy + 1B, — B, =o.

Pour x infiniment petit, le point k étant distinet du
point ¢, les deux racines de [i]] sont infiniment petites
et 7 est sirement inliniment petit. z et 7 s’annulent 4
la fois.

Cela posé, construisons un itinéraive ©@ qui four-
niss¢ w. Prenons y =7, (%, x). x variant, X varie, mais
sans pouvoir quitter ni la conique T ni la droite ¢. A la
limite, %, qui coincide avec &, vient sur I sans avoir pu

quitter ¢ 5 done % ou § vient en . C. Q. F. b.

Bref, Q, est la conique r.

On a
(EBc) = aB(Ebe) + zB+1(...),

(EAc) = a2 (fac) + z2+1(...),
(EAB) = 2%+3(Lab) + z*+B+1(...).

Pour obtenir T', il suflit de chercher la limite de la
conique, aprés départ du lacteur x8,

(2) xB(5be)2— 422 (tac)(tab) = o.

Sour v. il vie
Pour y, il vient

" T 23]

(3) y=urd 1[—- z(ﬁac*)_*_z("')]'
2(2d

() :11[—2%5'71;;—,—%1(.‘.)].

1 ,
. 58 (Eba)]? (
(9 = x? 3 [(En_r:_)] +:r(...)\.
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formules qui permettent, un pointg étant pris sur T, de
construire un itinéraire fournissant k.

Remarque. — On a expressément exclu de la dé-
monstration précédente le cas ou le point w coincide
avee le point ¢, de coordonnées c;. Mais il est trés facile
de construire un ¥ qui fournisse ¢. Posons x = y°,
avec 2 <1+ cael 2 <o 3;alors dans f) tous les termes
sont négligeables devant le terme cjj 2. 1 suffit done de
choisir 'exposant positif s assez grand pour que I'iting-
raire ¥, x = y°, fournisse c.

On construira par un raisonnement analogue des W
fournissant les points a et b.

III. — Discussion.

o

= sa. — I estla conique

(§bey+ 4(Eac)(§ab) = o,
¥ est fourni par une quelconque des relations (3), (4)
ou (5).

5<on — I est la droite double

(2be)2= o,

¥ est fourni par fa relation (5).
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B>o2a. — I' est la droite

((ab)=o.

Fig. 2.

y est fourni par (3);

(tac) = o,

¥ est fourni par (4).



