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EXERCICES.

1621. La somme des carrés des axes d'unc ellipse K, dou-
blement tangente a une ellipse donnée et qui passe par les
fovers de cette courbe, est constante quelle que soit cette
ellipse E. (MANNUEIM.)

1622. On considére une des coniques du faisceau déterminé
par quatre points donnés A, B, C, D. et deux autres points
fixes P et Q situés dans le plan de la conique. La droite PC
rencontre la conique en €', Ja droite QD rencontre la méme
conique en D'. Montrer que la droite C'D’ passe par un point
fixe, quelle que soit la conique du faisccau., (BARISIEN.)

1623. Les milieux des six cordes d'interseetion de deux co-

niques et le centre des deux coniques sont une méme conique.
(BARISIEN.)

QUESTIONS RESOLUES.

Question 1574.

On considere tous les points du plan ’une ellipse d’ou
l’on peut mener & cette courbe deur normales simples et
une normale double; on demande le liew du pile de la
corde qui joint le pied de la normale double aw pied d’une
normale simple. (CraMBox.)
SOLUTION

Par M. A. RENON.

Soient %, B, @', B les coordonncées des poles 11(,"3 droites qui
joignent le pied M de la normale double aux picds des deux

normales simples, 'ellipse étant rapportée a ses axes.
e



Soient 7 = acosy, ¥ = bsing les coordonnées de M. La
tangente en M a Iellipse a pour équation

COsP smg

e e

a

. . " oar .
Les deux points, dont les coordonnées <ont 2, B, 2, 8, devant
Le trouver sur cette tangente. on a

oS sinw
? L a

& a2 —_— — =0,
) a L
, C08D msinc;
2) 3 Lo — 1 == 0.
( a L

Muais, la normale en M étant double, les points (a, 8), (', §')

<ont deux commets opposés d’un quadrilatére normal circonscrit
et I'on a

(3) 1 = -— a2, Bp'=—02,

On obticndra done I'équation du lieu en éliminant o', B et o
entre (1), () et (3). Cette ¢élimination donne

(hrr—aty2 )= bry2(a?+ 2?2+ atz?(b2+y2)2=o.

Ce licu est done une courbe du quatriéme degré. Elle est
tangente a Lellipse en ses quatre sommets; elle admet pour
asymptotes les cotée du rectangle construit sur les axes.

Question 1604.

Démontrer que, st une parabole P touche les diamétres
conjusuds égaur d'une ellipse E, les cordes communes &
Uellipse et aur cercles osculateurs a cette courbe aux
points de contact des tangentes communes ¢ P et a B pas-
sent par un méme point; la polaire de ce point par rap-
port a l'cllipse est tangente & la parabole.  ( LEMAIRE.)

SOLUTION

Par M. BARISIEN.

Prenons pour axes de coordonnées les ave- de Pellipse.

L'équation des diamétres conjugués égaun de ellipse est



(3)
b2z — a?y?=o; celle d'une conique qui leur est tangente peut
s’écrire
A(b2ar—aly?) 4+ (uz + vy —1)t=o,

ux -+ vy —1= o représentant la droite qui joint les points de
contact.

Pour que cette conique soit une parabole, on doit avoir
3 202 — a2 u?

- a2 b? ’

ce qui donne, pour I’équation de la parabole,
(1)  (b*vzx+atuy)—2a20%(uzx +vy)+a2bi=o.

L’équation d’une tangente a U'ellipse de coefficient angulaire
m est

(2) y=mz+yarmi+ be.

En portant cette valeur de y dans (1), on aura une ¢équation
du second degré en x. En cxprimant que les racines sont
égales, on trouve la condition de tangence de la droite (2)
avec la parabole : on a ainsi, aprés avoir supprimé le facteur
étranger (@?u?— b2¢2?),

(3) j(am2+ b2)(a2mu + b2¢0)2 = (a?m?— b2)2,

Telle est I'équation donnant les quatre valeurs de m corres-
pondant aux quatre tangentes communes.

Le cercle osculateur, au point de contact de la tangente (2),
coupe Pellipse suivant une droite passant par le point de con-
tact et ayant pour coefficient angulaire m, en vertu de cette
propriété qu'une ellipse et un cercle se coupent suivant des
droites également inclinées sur les axes de Pellipse. On trouve
ainsi, pour I'équation de la corde communc a Dellipse et au
cercle osculateur,

02— a?m?

(1) y+-mr = ——————>
Varm2+ b«
ou. en tenant compte de la relation (3).

y -+ mr =a(atmu-+ ).

Sous cette forme, cette équation montre que. quelle que nit
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P'une des quatre valeurs de m donnée~ par (3), la droite (§)

passe par le point z = 2a%u, y = 20%¢.

La polaire de ce point, par rapport i I'ellipse. a pour équa-
tion

ur +vy =1»..

‘n cherchant Vintersection de cette droite avec la para-
bole (1), on voit qu'elle est tangente au point dont les coor-

donneées sont

w@u — b2
r- —— Y = — "
2(a2ur— b2or) v 20wy — O292)

Question 1545.

Ne lon considére les trois normales menées d’un point
a une parabole et le triangle formé en menant les tan-
zentes a leurs pieds; si Con suppose ensuite que le point.
d'ot lon méne les normales « la parabole, se déplace sur
un diameétre de la courbe :

1° Tous les triangles des tangentes ont leurs sommels
sur-une hyperbole équilatére;

» Tous ces triangles ont méme point de rencontre des
trofs hauteurs:

i Les cereles des neuf points de ces (riangles passent
par le sommet de la parabole;

i° Les contres des cereles des newf points sont sur un
meéme dicométre.

5" Si Uon considere trois normales quelconques a une
parabole (ne se coupant pas au méme point), le point de
rencontre des hauteurs du iriangle des normales et le point
de rencontre du triangle des tangentes sont sur un méme

diametre, (CHALLIAG.)

SOLUTION

Par M. Brocann.
Sarent

v e . . . .
Vo B Ces preds des normales issues d'un point P a la para-
hole avant S pour <ommet et F pour fover:
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A’, B', (' les intersections des tangentes a la parabole aux
points A, B, C;
H, ' les orthocentres des triangles ABC, A'B'C'.

L'¢quation de la parabole étant
yi=2pz,

les points B, C ont pour coordonnées

_b‘.'

B) y=-—20, J‘:‘)p‘
. c?
(G = — ro= B
) Y o " 2p

les normales en ces points ont pour équations

b b2
(BP) 1—:—[)3‘:/—’(1' ~2;)y

. 2
(GP) Y= ;) (\z‘—— ‘;(:l-‘ )s

ct les coordonnces de leur point d'intersection P sont

P) a’:p—.—b;—f——bc—ip:, Y

et
2P - 2t

On sait que le centre de gravité du triangle ABC doit se
trouver sur SF; on a donc pour coordonnées du point A
(/) - (')2
A r= — — =b+ e
(A) 7
Cela posé, les tangentes AB' (Y, BA'C/, CA'B" ont pour
équations

(AB'C) Y- I;EZ’IZ_: ’
)

(BA'C)) y—La=—=,

(C\A'B") V"‘_}]Z‘r—"g'
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Le- pointe V' B'. ¢’ ont donc pour coordonuées

be b=

(A" f:)/” )—-“"—2‘*‘7
) cih— ¢ b
(B L= 7‘/‘—" Y=o
. bib-—c) o
(] g *_‘71/) ) )~;'

Lorthocentre H' est déterminé par les deux équations

, b b cih--c)
(B y— - ==|r— o,
2 P 2P
3 ¢ bhib= c)
(G J e I e Tl b
2 14 2p
d'on
Al P ?S(”,‘;_f‘_’.
2 ‘zp

Ain<i orthocentre I des triangles A'B'C/ des tangentes est
sur la divectrice de la parabole.

Ce résnltat pouvait étre préva. En effet, la civconférence
circonserite au triangle A'B'C passe par le foyer F. Par con-
séquent, les projections du point I osur les trois cotés du
tiangle A'B'C7 doivent se trouver en ligne droite. Cette ligne
pedale tdroite de Simpson) n'est autre que la tangente Sy au
<sommet ¥ de la parabole; et, par une propriété connue, on
sait que le miliecn Vode la distance de l'orthocentre H' au
point I considéré sur la cicconférence est sur le cercle E des
neuf points, puisque ce cercle peut étre défini comme figure
semblable au eerele circonserit, le centre de similitude étant
lorthocentre et le rapport de similitude, % (voir Nouvelles
Annales. questions 21, 708, 710, résolues 2° <érie, t. XVI
et IV,

On remarque immédiatement que les points A’) B, € sc
tromvent sur une méme hyperbole équilatére; car, pour cha-
cun d'eun, on a

be(b — e
Ty —
ip
et par une propricte connue, hyperbole équilatére civcon-
sotte aun tnangle A'B €7 pas-e par Forthocentre 1.
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Le centic de gravit¢ G du triangle A'B'C)" a pour coordon-
necs

(G") r=— Ti{)—tic—z , Y = o.
6p v

Il se trouve done sur T'axe SF de la parahole, comme celui
du triangle ABC des pieds des normales issues d'un méme
point P,

Ces remarques vont nous faciliter la détermination des coor-
données du centre O’ du cercle A'B'C'. Il <uffit d’exprimer
que les points O', G'. H' <ont en ligne droite et que les diffé-
rences de leurs coordonnées respectives <ont dans le rapport
des segments O'G’, G'H', c’est-a-dire 2. On trouve ainsi

b2 bhe —c2— p2?
i

(0 r—— , y=betho
ipe
Sachant que le cercle ABC passe par le sommet S de la pa-

rabole et que son équation doit étre de la forme
ri4yi—oMxr—2\Ny =o,

il suffit d’exprimer que ce cercle passe aux points B et C pour
avoir I'équation

b2 — bhe 2+ ip? be(b — ¢
2+ y? — L. - ,'a) y=o,
N 2p W

et I'on vérilie aisément que ce cercle passe au point A.
Le centre O a done pour coordonnees

D2 be+ 2 g p2 _belh+ )
(0) J—-——-——i—”—)—. ‘y_——s})"-.

Ainsi il est a une distance de I'axe de la parabole égale au
quart de celle du point P & cet axe.

On en déduit que la distance de I'orthocentre H est égale a
la moitié de celle-ci et, par suite, que O'H est un diamétre de
la parabole.

Méme conclusion pour la ligne H'DP.

Les points \, B, i, H sont également <ur une hypeibole
cquilatére qui a pour équation

. b2-- be — 2 bo(b—oc»

(2

= ——= - =

»p S ’p
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et, puisque orthocentre Ha pour ordonnée
be(h—+ ¢)

iy Y= /I'/'?

on voit que son abseisse doit avoir pour expression

() £ro=

On reconnait, en outre, que le point P st surla méme hyper-
hole équilatére,

Le centre de cette conique est a une distance de la tangente
Sy triple de celle du eentre de gravité G’ du triangle A'B'C'.

Pour ¢tabliv que le cercle 12 des neuf points du triangle
A'BIC passe par le point 8, il suffit de montrer que la droite
'S rencontre le cerele \'B'C" sur 'ordonnée du point F, ou,
plus <implement, de remarquer que le point V, nulieu de H'F,
a pour ordonnée Ia moiti¢ de celles des points 1, P

Les deux hivperboles équilatéres ABCHP, A'B'C'II" se ren-
contrent en un point L odont Pabscisse est égale et de signe
contraire a celle du eentre de gravité G’ du triangle A'B'C.

Il ne veste plus qu'a démontrer la propriété générale énoncée
au n” .

Le triangle des trois normales aus points .\, B, G supposés
queleongues est défini par les équations

« a?
y—a— - .r—»—): e

r 2/
ou, cn posant

\

a - omp, b= np, c=2qp,
Yommnmp = om(r ——amip),
Yoeoonp T on o —anip),

Yosoyp svgqr—oqip).

. N L4 N ¥ 3 }
Les sommets VOB C7 du triangle formé par ces trois
dioites ont pour coordonndes
. \ TP 2apemi— mn - n?y,
b= ipmntm— ).

Lotthocentre " est défing par les équations

)/;2 b

ac(a - ¢\ Y A= aec — e?
R - = . r—p—""

/)‘

‘);



(o")

ou bien

J —Aprm(m —n)=-- Tl,l [7—p—2p(m24+ mn + n?)),
1
y—dpgm(m+q)=— h |7 —p—op(m24+ myg + q?)],

d'ou
Y= =plm—+n+qg-+rmng].

D'autre part, le triangle des trois tangentes aux points A,
B. G est défini par les équations

) 1%
y L=
7 D)
Yz [
yo- == =
H 9
) c
R

et il a pour sommets «, 8, y dont les coordonnées sont

be b+ c
() AT ey Vo=— o)
20 2
ac a-—+c
(?)) g T ey f o= — y
2/ v 2
ab a+ b
(Y) r—=— -, y=— .
2P 2

Par conséquent, Porthocentre II' est déterminé par les

droites
a--0 c( r(l)>
Ol - - ==t
2 P vp
o —c b < ac \
V - el I e o _*7)7
N ) ll '),II
d'ou
y=—p ‘—;I(ll)c‘—!-jlz(a—%—b—%—(:)}.
v f)[/‘
ou bien
Yy =—pim-+n—+q--amng)

¢’est-a-dire la méme ordonnée que pour 'orthocentre 1".
Comme vérification, il suffit de faire a =—(b+c¢) pou
retrouver I'expression de 'ordonnée des points H' et P.

0
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Les deux hyperboles dont il a été question s¢ rencontrent
en un point L dont Pabscisse est égale ct de signe contraire a
'

celle du centre de gravité G' du triangle A'B'C

Question 1622.

On considére une des coniques du faisceau déterminé
par quatre points donnés A, B, G, D, et deur autres points
Sires I et O situes dans le plan de [a conique. La droite
PCorencontre la conique en C'. la droite QD rencontre la
méme conique en V. Hontrer que loa droite C'D' passe par
un pond foee, quelle que sodt la conique du faisceau.

( BARISIEN.)
SOLUTION

Par M. \tpmBini.

Soit ABCD un quadrilatére dont les cotés opposés AB et
CD prolongés ¢ coupent en O.

Prenons OB pour axe des ordonnées et OD pour ligne des
abscisses. Posons en outre

O\ =a, OB =19, Ot =re, oD =d.

Une des coniques circonserites au quadiilatére sera repré-
sentée par la relation

) r Yoo
(1 R ('—— —1):0.
N « 2 % /
Les quatie points G0 D, G0 D' déterminent un autre qua-
drilatére dont les eotés auront respectivement pour équa-
ton

CDh.ooool Yy — o.

GO y—ar- c)=o,

Db y—or—d)=o,

WL S
m n

les pavamétres et o ctant seuls 4 déterminer. Si nous
Cerivons quiune conique circonscrite a ce quadrilatére

. ) -
h (I—n ~ % —l/) —[y—xr- )] [y—s(r—d)=o
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cst identique a la conique (1), nous trouvons la condition

a—m _ bla—ac)a+s5d)

b—m ™ ab—ac)b —3d)’

d’olt I'on déduira pour m une valeur indépendante de A. La
ligne C’'D’ coupe donc I'axe OB en un point fixe.

Question 1623.

Les milieuxr des siz cordes d’intersection de deur co-
niques et le centre des deuxr coniques sont une méme co-
nique. (BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. Aupinirr

Une conique passant par les milicun des quatre edtés du
quadrilatére ABCD,
bx a—+b bI I)(('—»(/))
i PRI e

)/ a a=bN\NT  « ale- rQ]_O
R S A e B e A A

passera par le milicu des diagonales AD et BG, si I'on fait

R D
A .

ac
Alors <on ¢quation devient

292 0bx?  a—0b  bie—d)

—_— —_——— -0

173 cd > cd

ct représente le licu des centres des coniques (1),

REMARQUES DE M. BARISIEN SUR LA QUESTION 1623.

On sait que le lieu des centres des coniques circonserites a
un quadrilatére est une conique dite conique des neuf points
qui passe par les quatre milicux des cotes, les deux mulieux
des diagonales, le point de rencontre des diagonales et les
deux points de rencontre des cotés opposés. Cetle conique est
une hyperbole si le quadrilatére est conveve: la conique est
une cllipse si le quadrilatére est concave. Or. «i I'on suppose



N

le quadiilatere concave formé par les trois sommets A, B. ¢
dun tianzle et par le point de rencontre 1 des hauteurs de

e tianzles la condgue des newf poinds devient alors le cercle
ey Ilt’ll‘/' /n:[‘ll/\.

On pent done énoncer la proposition ~uivante :

Le licw des centres des coniques circonseriles « un
fingle et passant par son point de rencontre des hoau-
teurs ext le cerele des neuf points relatifs a ce triangle.

L question proposée sous le n® 1623 peut aussi <'énoncer
de Lo Lacon suivante, plus compléte. qui résulte des considéra-
tons precédentes,

La conique dos wewf points relative au quadrilatére
dormé par-les points intersection de dewr conlques passe
crcowtre par les cendres de ces 4'(;7:[(/1(('\.

1624 On cousidére. sur une surface. les courbes enve-
tfoppees par des plans normaux paralléles & une direction
donnec. Sices couthes forment un réseau orthogonal avee
celles teTong desquelles Ja normale fait un angle constant
avee Jadiection donndée, La surface a une série de lignes de
cowrhure situces dans des plans perpendiculaires a la susdite
divection. (Lvciex LEwvy.)

1625 0o donne une conigue. deax de ses tangentes P. Q
qui s coupent sur Paxe focal, et la droite N qut passe par lec
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picds des perpendiculaires abaissées de I'un des foyers sur P
et Q.

Une tangente T & la conique coupe ces droites en p, ¢, n;
on prend le point m conjugué harmonique de n par rapport i
pq : démontrer que lorsqu’on fait varier T, le licu des points
tels que m est une circonférence de cercle.  (MANNHEIM.)

1626. Soit une série
Fle)=ay+ar=—...+a,rt+...

dans laquelle les cocfficients @ sont positifs. On suppose qu'on
ait

lim @, nr =K,

"=
K ¢tant une constante différente de zéro ¢t p un nombre posi-
tif moindre que I'unité. Démontrer que, lorsque 2 tend vers 1,
le produit

(1—az)t-rf(x)

KI'(t—p). . (APPELL.)

a pour limite

1627. Soit une équation algébrique de degré m ayant pour
racines des quantités réelles ou imaginaires représentées par
des points Ay, Ag, ..., A,y. Pour qu'un point P soit racine de I'é-
quation dérivée, il faut et il suffit que les points A, Aj,... A,
inverses des points racines par rapport au point P admettent
ce dernier comme centre des moyennes distances,

(On sait que Vinverse A| ’un point A; par rapport a P est
un point situé sur la dreite PA; & une distanee PA/ inverse
de PAy.)

N. B.— Le théoréme peut étre déduit d’'une remarque généra-
lement attribuée & Chasles sur les positions d’équilibre d’un
point attiré par des centres fixes en raison inverse de la di-
stance, question qui a été étudiée en détail par M. Félix Lucas
tComptes rendus, 2° semestre 1868). On en conclut I'im-
portante conséquence suivante due également i M. Félin
Lucas (Comptes rendus, 1°" semestre 1888):

Les racines de la dérivée sont situées a lintéricur de tou:

polygone convexc entourant les racines de la proposée.
( APPELL )

’e
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1628. Le licu des points d’ott Pon peut mener & la développée
d'une parabole quatre normales formant un faisceau harmo-
nique c<t une parabole. (E.-N. BARisIEX.)

1629. Soit B le centre de la sphére osculatrice, en A. i la
lizne (A). Soit C le centre dela sphere osculatrice, en B, a la
ligne (B). Démontrer que AC engendre une surface dévelop-
pable, et chercher les lignes, pour lesquelles AG pivote autour
d'un point fixe. (E. CEsiro.)

1630. Dans tout triangle, dont les ¢otés sont en progression
géométrique, il y a ¢galité entre le cercle circonscrit et le
eercle osculant la potentielle au centre de gravité,

(E. Cesaro.)

1631. Chercher les courbes telles que les plans polaires de
leurs points, par rapport a une sphére donnée, passent par les
centres des sphéres osculatrices correspondantes.

(E. Cesiro.)

1632. Démontrer qu'il n’est pas possible de trouver une ligne
planc dont les cereles osculateurs soient vus sous un angle
constant d'un point du plan. (E. Ces\ro.)

QUESTIONS RESOLUES.

Question 1621.

La somme des carrés des azxes d’une ellipse E, double-
ment tangente a une ellipse donnée et qui passe par les
foyers de cette courbe, est constante, quelle que soit cetlc

ellipse E. ( MANNHEIM.)

SOLUTION
Par M BARISIEN.
Sorent b2 —ay i — (2= o I'équation de Vellipse don-

—ysinzg—p =0 celle de la corde de contact de
cette ellipse avee une ellipse 1.

Nee: »reosy
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L'équation générale des ellipses E <era donc de la forme
(1) MO222+ a2 — «202)+(x cosx + y sinz — p)? = o.
Faisons y = o dans cctte ¢quation, nous obtenons
x2(Ab*— cos?a)—apx cosx + p'— Aa2bz== o.

Pour que cette équation admette les deux racines =+ ¢ et
— ¢, 1l faut les deux conditions

(2) P Coss =0,

(3) (X524 cox i+ pr—habi=o.

La condition (2) montre que les ellipses E ont la corde de
contact avec 'ellipse donnée, ou bien passant par le centre de
I'ellipse donnée, ou paralléle au grand axe de cette ellipse.

1° Examinons d’abord le cas ou

p = 0.
On tire alors de (3)

N 2 o8y

T

et, par suite, I'équation (1) devient

6 { @?b2x? cos?x —(a%c? cos?a + Dtsinta)y”’
H ? -+~ 2b%xy sina cosa — a?b2c? cos?a = o.

Or, on sait que pour une conique dont I'équation cst de la

forme
Azi+2Bry —Cypi+F =o.

Si 2.0 et 21 désignent les axes de celte conique, on a

A+ O)F

s
A2 —th2 = I
Mais ici
A = a2h2cos?a,
B = b*sinzcosz.
C = a2c?cosiz—+ bhesinto.
F=—al2c2cos2q,
Il en résulte que
(5) A2 Wbt @l
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Comme conséquence, on voit que, dans ellipse E, le dia-
métre conjugué a la direction FF' (T et F étant les foyers de
I'ellipse donnée) est constant et égal a 25, en vertu du théo-
réme d’Apollonius sur la constance dela somme des carrés des
diamétres conjugués d’une méme ellipse.

»° Voyons maintenant ce qui se passe lorsque la relation (2)
s’annule pour

cosz =0 ou 2 = (o°.
(3) donne alors ‘

= P2
T

ct Péquation (1) devient

(6)  prorris-(@@p240v)y2—opbiy — prb?

Or, le centre de cette cllipse est sur Paxe des y a la distance
13

de Porigine ¢gale a - En transportant les axes de

coordonnées parallélement & eux-mémes au centre de cette
pb+ )

a2P2+ C"

pour avoir la nouvelle équation de Pellipse. On obtient ainsi

cllipse, il suffit de changer dans (6) ¥ en <y+

/

a2 bz,f([ﬂ c? -+ %)
wp?—+ b+ ’

pror—carpr- b)) yr=

Par conséquent les carrés des demi-axes de cette ellipse ont
pour expression

a(pe4 b ab2p(p2ez+ bY)

2=

W2 =

aipl- by (a2p+ br)?

On voit que, dans ce sccond cas, la somme o2+ Vb2 n’est
pas constante.

Pour avoir la relation qui lie <& et Wh a @ et b, il faut éli-
miner p? entre les deux valeurs de (L2 et Wh2

) b= @2 (2 b2,

V. B. — MM. E. Valdeés, Scaon et Varon nous ont envoyé des so-
lutions analogues.
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA MEME QUESTION
Par M. Louis LoucHEUR.

Démontrons d’'abord le lemme suivant :

LeMME. — Considérons une conique, un diamétre FF' de
cette conique, et les tangentes aux extrémités de ce dia-
metre. Marquons un point Q sur cette conique, tel que la
langente en Q fasse des angles égaux avec les cordes QF»
QF'. Je dis que cette tangente est perpendiculaire aux
tangentes en I et F'.

En effet, joignons le centre O de la conique aux points de
rencontre I, I' des tangentes en F et [’ avec la tangente en Q.
Ces droites OI, OI' coupent QF et QF' aux points C et D.

Le quadrilatére OCQD étant un parallélogramme, on en dé-
duit que le triangle CIQ est isoscéle, et comme CI est médiane
du triangle IFQ, ce triangle est rectangle en I.

On voit méme que

O+ Ol'= FQ + F'Q.

Donc la somme FQ + F'Q est égale a deux fois le rayon du
cercle, lieu des sommets des angles droits circonscrits & la
conique.

La réciproque est vraie.

Appliquons ce lemme dans le cas actuel, F et F' étant les
foyers de I'ellipse fixe, PQ la corde de contact (qui passe d’ail-
leurs par le centre O) de P'ellipse E avec 'ellipse fixe.

Les tangentes en F et F' & Vellipse E sont les perpendicu-
laires FI, F'I" a la tangente en R.

Soient z, y les longueurs des demi-axes de I'ellipse E. On
a, puisque les tangentes a I'ellipse E passant par I sont rectan-
gulaires

6—]L= _x2+‘}/2.

Mais, le point I étant la projection du foyer F sur la tangente
en Q a Vellipse fixe, on a, en appelant a le demi-grand axe de
cette ellipse, )

Ol = az.

Donc, finalement,

i yr=nl €.Q.F.D.
5!1
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Corollaire. — Le lieu des points de contact des tangentes

aux ellipses E paralléles au grand axe de lellipse fixe est le
cercle décrit sur le petit axe comme diamétre.

Eztrait d’une lettre de M. Mannheim. — La bonne solu-
tion que M. Barisien a donnée de la question 1621 montre qu’il
ne faut pas oublier dans I'énoncé le mot concentrigue et qu'on
doit dire :

La somme des carrés des axes d’une ellipse E, concen-
triqgue & une ellipse donnée, doublement tangente & cetle
courbe et qui passe par les foyers de cette ellipse, est con-
stante quelle que soit E.

Les éléves aiment & savoir et, en cela, ils ont parfaitement
raison, l'origine des questions qu’on leur propose.

S’agit-il d’'une propriété soupgonnée et vérifiée, ou d’un ré-
sultat de calculs, etc.? Les auteurs des questions peuvent tou-
jours le dire en un mot et devraient le dire (1).

La question 1621 résulte de I'étude de la perspective cava-
liére d'une sphére. Comme, dans le cas actuel, cela n’apprend
rien aux éléves de Mathématiques spéciales, je vais ajouter une
solution géométrique de la question 1621.

Appelons fet f'les foyers de I'ellipse donnée, m un des
points ou cette courbe est touchée par une ellipse E. Abais-
sons de f la perpendiculaire fp sur la tangente en m a E.

On sait que la distance du centre o de Dellipse donnée au
point p est égale au demi grand axe de cette courbe. Mais op,
qui est paralléle a f'm, passe par le milieu de fm, donc fp est
tangente en f & K. Le point p est, par suite, le sommet d’un
angle droit circonscrit a E; sa distance au point o est alors
égale & la racine carrée de la somme des carrés des demi-axes
de E et comme cette distance est égale uu demi-grand axe de
Pellipse donnée, la propriété est démontrée. Jajoute cette re-
marque : la circonférence décrite sur le petit axe de Uel-

(*) Il serait, en effet, trés désirable que les personnes qui nous pro-
posent des énoncés voulussent bien y joindre quelques indications
sommaires sur l'origine de la question et sur sa solution. E. R.
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lipse donnée est le licu des extrémités des diamétres des
cllipses , qui sont conjugués du diamétre ff' de ces courbes.

N. B. — M. Raffaelli nous a envoyé une solution géométrique de
la question 1621.

MM. Lemaire, Droz-Farny et Varon nous ont adressé des solutions
géométrigues de la question 1623 (p. 11*).

Dans la solution analytique publiée page 11*, il faut écrire pour
P’équation finale

»: x* a+b c+d
A — - T = 0.

ab cd~ iab J 2cd

Question 1622 (!).

SOLUTION GEOMETRIQUE.
Par M. E. VALDES.

BD et PC se coupent au point fixe L.

AC et QD se coupent au point fixe M.

Ainsi la droite LM est fixe; soit N le point fixe ot elle ren-
contre AB, je dis que C'D’ passe par N.

Considérons 'hexagone BDD'C’'CA inscrit dans la conique
du faisceau. Les cotés opposés BD, CC’ et AC, DD’ se coupent
aux points L et M; les cotés opposés AB, C'D’ se coupent en
un point qui appartient a la droite LM, or ce point n’est autre
que N.

N. B. — MM. Lemaire et Droz-Farny nous ont envoyé¢ des solu-
tions analogues.

(') Voir 'énoncé, p. 1'.
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Question 1618.

On donne trois points dans un plan divisant respective-
ment les trois cotés d’un triangle dans des rapports donnés

m . . ﬁ
» — construire le triangle. (F. Fawion.)

’ "
n

r

meoom
’

n n

SOLUTION

Par M. W.-j. GREENSTRELT M. A.

m' "

L m m ) s de
Désignons n o par «, 8, ¥, en <orte qu'on a, en d¢-

signant le triangle par ABGC,
AN AC = a4, BP:BC = 5, BM:BA = ~.

Supposons le probléme résolu
Menesz ND paralléle a BC. Prolongez NP jusqu’a ce quelle
rencontre AB prolongée en M.
On a
WP BP BC.3 ACY 4

MN O DN DV T OTAN &
Done on connait le point M' et en le joignant @ M on aura la
direction du coté AB,
On aura de méme la direction des autres cotés.

Question 1620.

En un point quelconque M d’une ellipse, on méne les
rayons vecteurs focaur MF et MF' qui ont leurs seconds
points de rencontre avec I’ellipse en P et P'. Montrer que :

1° Les cercles ayant pour diamétre FM, F'M, FP, F'P'
sont tangents au cercle décrit sur le grand aze de Uellipse
comme diamétre.

2 Le liew du point de rencontre des tangentes com-
munes extéricures aux cercles de diamétre ¥M et FP est
une lizne droite.

3 Le liew du point de rencontre des tangentcs com-
muncs exterieures auxr cercles de diamétre FM et F'M est
une quartique. Montrer que la portion d’aire comprise
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entre la courbe et ses asymplotes est égale aux trois quarts
de Uaire de Uellipse. (BARISIEN.)

- SOLUTION
Par M. W.-J. GREENSTREET M. \.
1° L'équation du cercle de diamétre FM (M. @ cosg, bsino)
est
(r —acosg)(xr —ae)+y(y —bsing)=o0;
celui-ci sera tangent au cercle 2+ y2 = a2, si I'on a
—_— . —_—2
ila2 coso +e + b2 sm‘zg)(a'* 14+ ecoso — arb? sin*?)

= 4ab(coso +e)? (14 ccosv)?,

ce qui est une identité facile a vérifier.
2° Les cercles de diamétre FM, FP sont respectivement
(P étant @ cosg’, bsing'),
A ———\ 2 I/ 2 2
T — ~cosg e +(y——751119> = —(1—ccosv)?
), \ P 4 ¢
a ——\? b .\ a2 ,
& — ~coso'+e) +(y—sing =-4—(1—ecosq>)’,
- N
et pour le centre de similitude externe nous avons

z = a(e?+1)|2e,

ce qui donne le lieu demandé.
3° Les cercles de diamétre FM, F'M sont respectivement

a ———\2 b . 2 a2
<z‘—;costg+e> +<y—;smg: :z(i—ecoscp)i.
a ——\?2 ( b . 2 a? )
xr— —cosp—e — —sing ) = — (1 + e cosu)?,
< 5 008 ) +(y—sing 7 0+ 2)%
le centre de similitude externe est
a b .
r = ;(1+cos2q)]cosg§. y = sing,
et la quartique cherchée est

fjary+ 462y (2t — n?)+ bt (a?— 2*)=o0.
6
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[, aite comprise entre les asymptotes ¢t la courbe est

3rab
—ady="""-" C. Q. F.D.
? 4
N. . — M. Auhibert a également résolu la question.

Question 1624.

On considére sur une surfuce les courbes (a) enveloppées
par des plans normaur paralléles & une direction donnée.
Nices courbes forment un réseau orthogonal avec celles le
long desquelles la normale fuit un angle constant avec la
direction donnée, la surface a une série de lignes de cour-
hure situces dans des plans perpendiculaires & la susdite
direction. (Lgvy))

SOLUTION

Par M. Goary.

Prenons pour courbhes coordonnées les courbes (@) et leurs
trajectoires orthogonales (H).
Sotent

2 le veeteur d'un point de la surface;

v Forienteur de la normale en ee point;

2 et B les orienteurs des tangentes aun courbes coordonnées
qui s’y croisent.

On aura

ds —lxda—mBdb.

SiTon pose

L] o O o
Sy :p Sa— — pye S — =g S3 57 =
da { b r ? da 7: 5'3 b 7v
on aura done
o ‘
! - ()
St ARk TER

et Pequation des lignes de courbure ~era

h Ly dea gy — mpyda db - - mpy db? = o.
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Ov les conditions du probléme donnent

(2) Sﬁl:o.
(3) Syl = A.

A étant T'ovienteur de la direction donnée et A une fonction
de a.

Si T'on différentie I'équation (3) par rapport i b, il vient
L0y 5
D - A= 0
20 ’
O
ou,en remplacant o5 bar sa valeur ct tenant compte de I'équa-
tion (2),
L= o.

Donc I'équation (1) est satislaite pour da = o, cc qui dé-
montre le théoréme. Les courbes (a) et (6) <ont les lignes de
courbure ct les courbes (b) sont évidemment situées dans des
plans perpendiculaives a A,

Question 1625.
SOLUTION
Par M. Barisikx.

Soit ¥ le fover d’olt Pon abaisce les perpendiculaires FI et
FI' sur P et Q. On sait que le rapport I est situé sur le cercle
principal de lellipse (ou de I'hyperbole), cercle décerit sur
I'axe focal comme diamétre. Si la conique donnée était une
parabole, le cercle principal deviendrait la tangente au sommet.,
Nous allons d’abord traiter le cas de la conique a centre.

1° Cas de la conique & centre. — Prenons des axes rec-
tangulaires, Porigine étant au foyer F et I'axe des = ¢étant
I'axe focal. L’équation du cercle principal est

(1) (r —c)*+y?= a2

Désignons par d et hles coordonnées du point I elles satis-
font a équation (1) ct donnent par conséquent la relation

(2) A2+ h2= 02+ 2¢cd.

En cxprimant que les droites (P) et (Q) sont perpendicu-
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laires en I et 1' 3 FI et FI', on a, pour les ¢quations de ces
droites et pour celle de (N),

P hy +dx = 2+ d*.
(0Q) — hy +dx =2+ d?,
(N xr =d.

Nous allons définir la tangente (T) de la méme facon que
nous avons défini le< tangentes (P) et (Q). Soient done (=, §)
les coordonnées dun point K du cercle (1).

La perpendiculaire en K a la droite Fh sera une tangente &
la conique.

I’équation dela tangente (T) est par <uite
(T) By +ar =22+ 32,
avee la relation
(3) 22+ 3

Si nous désignons par x, y les coordonnées de p, par x,,
¥y les coordonnées de g, par 2. y3 celles de et par X, Y
celles de m. la condition pour que ces quatre points forment
une |n‘n|mrtinu lun‘nmniquc cst

h (ri=4+ra)(r3+ X)= 22,2+ 223X,

Llabscisse oy S'obtient en ¢liminant 3 entre (Q) ct (T):
de méme 2y Nobtient en éliminant z entre (Q) et (T).
Quant &y, elle est égale a d. de sorte que

BOR2+ 2)— h(22+ B2)

Bd+ah ’

o SR A by
N Bd+ah

ry=d.

En portant ces valeurs dans la relation (4), on trouve, toutes
véductions faites.

(3 \ N B (d—a)
U =0(ht+d— 22— 32+ a(d — 2) (a2 B2).

O1 en rettanchant (2) et (3), on a

heedie 2232 = se(d — »).
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De sorte que, dans I'équation (3), apparait le facteur étranger
(d —a), et il reste

(6) X(a?+ B2)=2c82+ 2(22+ B?).

Pour avoir le licu des points (X, Y), il faut ¢liminer 2 et 8
cntre les équations (3) et (6) et la suivante

{7) BY +aX = a2+ B2
De (6) et (7), on déduit

»c B2

(G)' X =2+ &?—_i—?",
v _ 2028
(/) Y“—B-l'—m—zy

(6)" devient, en tenant compte de (3),

b2(X —ar)

—2c(X—2c)

(8) a=

On trouve de méme par (7)

Y
(9) P e X a0y

En substituant ces valeurs (8) et (g) dans la relation (3),
on obtient pour I'équation du lieu

(10) (X— o+ Yr=a,

c’est le cercle principal de la conique.
On peut donc énoncer, comme conséquence, la propriété
remarquable suivante :

Si l’on considére dans le plan d’un cercle un point F
et une corde 1I' perpendiculaire au diamétre passant par
F, ainsi que les droites 1H et 'H perpendiculaires & FI
et FI', et si d’un point quelconque K situé sur le cercle on
méne une droite perpendiculaire & FK, cette droite ren-
contre IH en p, 'H en q, II' en n et le cercle en un second
point m qui est le conjugué harmonique de n par rapport
apetyq.

2° Cus de la parabole. — Dan- ce cas, le cercle principal
devient la tangente au sommet de la parabole, le point K est

’
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sur la tangente au sommet, tandis que le point m est rejeté a
linfini : il en résulte done que le point n qui coincide avec K
est le milicu de pg.

Il en résulte encore la propriété suivante :

Si ’on considére une parabole et un angle circonscrit
t la parabole tel que le sommet de ['angle soit situé sur
l'aze de la parabole, toute tangente « la parabole inter-
cepte entre les colés de Uangle un segment qui est divisé
en deur parties écales par la tangente au sommet.

Question 1627.

Soit une équation algébrique de degré m ayant pour
racines des quantités réelles ou imaginaires représentées
par des points My, Asy ..o, Ay Pour gqu'un point P soit
racine de | équation déricée, il faut et il suffit que les
points A0 A, L, Al inverses des points racines par rap-
port aw paint P admettent ce dernier comme centre des
mavennes distances.

On en conclura ce théoréme de M. Félix Lucas :

« Les racines de la dérivée sont situées « ’intérieur de
tout polyzone convexre entourant les racines de la pro-
posée. » (APPELL.)

SOLUTION

Par M. AUDIBERT.

La distance de P a Ay dexprime algébriquement par P — A,

. i
closon mmverse ar —— — .
PR
On aura dapres Pénoned
ANE S

=0;

-d I’ —\| T fiP)
Sy w'est pas nul puisque les points racines ont distinets, il
n'est pas nen plus infini, done
j (Py=o.

Réaiproquement, si (= o, on a

N v fupy

- N, T ™

= O.



Posons

Aj=2+ 1/ —1, I’:I—F)'\/—-—l,

il en résulte

! :T—Ti—(}’—.}’l)\/:
P—y (X — 2 24 (y —31)?
Tr— I Yy —mn —
Y PR P e

et I'on aura

L—ry O VY — Vi
W 2o XN -

d’ott I'on conclut que les coordonnées x et ¥ de P sont com-
prises entre la plus grande et la plus petite des coordonnées
correspondantes des points racines de f(3).

Faisons tourner I'axe des Y d’'un angle «. Les points Ay,
A,, ..., P nese déplacent pas. Les formules de transformation

oo=1r'— y'sina,
¥y =y cosa,
introduites dans (1), donnent

’

Zx---2‘1—'()l’2—}’1)ﬂma___o. ZL—Z—;Lcosazo,

ou simplement

’

’ I’ ’
xr —x 2l —_
Z:_‘__1=0, NV,

[2 e 12

Les formules (1) et leurs conséquences subsistent done
quel que soit a.
On en conclut le théoréme de M. Félix Luca-.

Question 1619.
Si deux surfaces (S) et (S') se correspondent point par

point suivant une loidéterminée et si O. P, Q. Rsont quatre
points in finiment voisins de la premiére surface et O'. P,
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O, R, les quatre points correspondants de la seconde, on a

les analogies
or oY 0Q . 0Q OR . OFR
L N ~_° P \
sin(jﬁli sinQ'O'R"  sin ROP sinR'O'P’  sinPOQ  sinP'O'Q

(E. Roucng.)

SOLUTION
Par M GENTY.

Soient 5 et g’ les vecteurs des points O et O', @ et b les pa-
rameétres (l(.s courbhes correspondantes sur les deux surfaces,
on aura

dp = lada + mBdb,

do'=U'a'da + m'§'db,

x et B, a' et ' étant les orienteurs des tangentes aux courbes
coordonndes sur les surfaces (S) et (S') respectivement.

Si maintenant nous désignons par les indices 1, 2 et 3 les
aceroissements des paramétres qui correspondent aux points P
et P, Q et Q) R et R respectivement, on aura

Ul—’:'l“(l,p,

TV dysdn

A /\
NnQOR = g
37

Or on a

Vidyodso=Vladea+mBd,b)(ladya—+mBdyb)

=Im(dyad;b—dybdza)Vad.
Donc

UF TdipTdyoTdyp
lm(dla dyb — d> 0 ([sa)TVatki

sin (\Ol{

On trousera de méme

(il,)_l_ Td 2 Tdyo' Tdyp'
T Im "(dyadyb—dybdya) l‘\’a'@”

sinQ’ 0 l{’

Donce

or e _ TdipTd,zTdyp lmTVa{i'
T Td  Tdyg Tdyg' ImTVaB

T =
SmQOR - <in Q) O'R’

et la proposition de M. Rouché et démontrée,
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QUESTIONS PROPOSEES.

1633. On consid¢re la quartique, podaire du centre O d'une
conique. Si d’un point quelconque P du plan on méne les
tangentes & cette quartique dont les points de contact sont
Ty, Ts. T3, ... et si on abaisse sur cette méme quartique les
normales dont les picds sont Ny, N», N3, ..., on a, quel que
soit le point M,

—a — —2
ON] -+ ONl + ...+ O] 3 = const.

Si la conique est une hyperbole équilatére, la quartique
devient la lemniscate de Bernoulli, et 'on a, en plus, la rela-
tion

ON; < ON,; < ON;...=OT,; < OT,; < OT;y...

(E.-N. BARisien.)

1634 On considére hyperbole équilatére (H) ct le folium
(1) dont les ¢quations sont

() xr2— 2= a?,
(F) (22 + ) = a2 (22— y?)h

1° Si d’un point quelconque de (H) on mcéne les tangentes
a la courbe (F), le produit ct la somme des rayons vecteurs
unissant le centre de (11) aux divers points de contact des
tangentes sont des quanlilés constantes.

Si du méme point on abaisse les normales sur la courbe (F),
le produit ct la somme des rayons vecleurs unissant le centre
de () aux pieds des normales sont aussi des quantités con-
stantes.

2° Sid'un point quelconque du plan, on méne les tangentes
et les normales a la courbe (F), le produit des rayons vecteurs
des tangentes est égal & 16 fois le produit des rayons vecteurs
des normales, et la somme des rayons vecteurs des tangentes
est égale & 4 fois la somme des rayons vecteurs des normales.

(Ces divers rayons veeteurs sont déterminés comme dans
Te§ 5°). (E.-N. BARIRIEN.)

g°
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1635. D'un point quelconque M du plan d’une lemniscate de
Bernoulli, de centre O, on méne les tangentes MT;, MT,,
MT,, ... a la courbe et 'on abaisse les normales MN;, MN,,
MN,, .... Montrer que 'on a la relation

OT,.0T,.0T,...=0Y\,.0N,.ON;.... .
(E.-N. BARISIEN.)

1636. Etant données deux cubiques C et C' dont les équa-
tions en coordonnées polaires cont

C « cos20) + b <in2l)
N A ]
() cosl

. ' cos2l) = ) <in2
[ r = —
co~l)

et dont e pole est en O :
Montrer que si une droite gquelconque rencontre la cubique
(C) en ABCG, ctla cubique (€ en A'B'C’; on a la relation

0N.OB.OG a—0b

0ATOB 0C — d =0
(E.-N. Bani=ien.)

1637. Une droite queleonque rencontre un imacon de Pascal,

dont le point de rebroussement est O, ¢n quatre points A,
B, G, D,

1° Quelle que soit la droite. on a la relation

OA + OB+~ 0C+ 0D = const.

27 81 cette droite est de plus tangente a un cercle fixe G
ayant son ceutre cn O on o aussi

ON.OB.OC.OD = const.,
3" Getle tangente au cerele G rencontre le cercle base de
la-conchorde-limagon en deun points P et Q.
On a la relation
2
ONOB.OC.OD =01.00Q .
(E.-N. BARISIEN.)

1638, O considere un cerele fine G et un faisccau de car-
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dioides ayant toutes méme axe de symétric ct méme point de
rebroussement O. La somme des inverses des rayons vecteurs

Joignant le point O au point d’intersection du cercle avec une
des cardioides est constante.

1639. On considére une cardioide et un point fixe P dans
<on plan. Un cercle quelconque ayvant son centre en P ren-
contre la cardioide en & points. La somme des longueurs des
rayons vecteurs joignant ces 8 points au point de rebrousse-
ment de la cardioide est constante. ¢ E.-N. Binisien.)

1640. Lieu géométrique des foyers des coniques qui touchent
deux droites fixes chacune en un point fixe.

Cas particuliers. — 1° Les deun points de contact sont &
éeale distance du point d’intersection des deun droites don-
nées.

2° Les deux droites données sont paralléles. (JameT.)

1641. Si un cercle a pour centre un point d’une hyperbole
¢quilatére et passe par le symétrique de ce point par rapport
au centre de 'hyperbole, il coupe cette courbe en trois autres
points qui sont les sommets d’un triangle ¢quilatéral

( LEMAIRE.)

1642. Soit une conique inscrite a un triangle ABC en A/,
B, C': a, b, ¢ les milieux de BC, CA| AB; a, s, v les polaires
de a, b, ¢ par rapport a la conique, Démontrer que les trois
points (a, B'C"), (B, C'A"), (v, A'B’) sont ¢n ligne droite. Gé-
néralisation. (LEMAIRE.)

1643. Démontrer que la droite qui contient les milieux des
diagonales d’un quadrilatére normal ecirconserit a une ellipse
passe par le centre de cette courbe et est perpendiculaire a la
droite qui joint ce centre au point de concours des normales &
Pellipse aux points de contact des cotés du quadrilatére.

(LEMAIRE.)

1644, Si 2 est Pangle <ous lequel une normale & une para-
bole coupe I'axe de cette courbe, § Tangle sous lequel elle
coupe la courbe en son second point de rencontre avee celle-ei.
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on a tangx = 2tang 8. (On demande une solution géométrique.

(D'OcAGNE.)

1643 On considére une lemniscate de Bernoulli (L) dont le
point double est en O et 'un des sommets en Al

On considere aussi Phyperbole ¢équilatére (H) ayant un de
<o sommets au milicn de O\ et pour asymptotes les tangentes
au point double de fa lemniscate,

Montrer que le cercle qui a son centie en un point quel-
conque G de (1) et qui passe par O est tangent a la lem-
miscate (L) en un point K tel que O\ est hissectrice des
diortes OG et OK. ( BARISIEN.)

1645, Ktant donnés trois triangles ABCG, A4 B, Gy, AyBy (G,
homologiques par rapport & un axe, si 'on joint chacun des

points du tablean

Ay By G
B, C,

A son associé mineur, on aura neuf droites concourantes | I'as-
socie de \oest e |minl (BIC_‘. B_,Cl)]. (]). SoNpir.)

1647. Une <olution ¢n nombres entiers de I'équation
rTH+y-+s=n

est prise au hasard, aucune racine n'étant zéro; chercher la
probabilite que le produit de< valeurs de @, y, 5 <oit multiple
n
A

de s A ¢tant un diviseur de 'enticr n.

1648 Les cereles de courbure d'un ellipsc en P, Q rencon-
tent Pellipse en M. N. Le cerele, qui touche ellipse en P
ctqui passe par Q, et le cerdle qui touche I'ellipse en Q et qui
passe par Porencontrent respectivement ellipse en R et S.

Domontier que RS est paralléle 3 MY,

(W.-J. Griensireer. M. D)
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QUESTIONS RESOLLES.

Question 1513.

On donne un triangle ABC, une conique K et un point O
sur cette conique. Les droites OA, OB, OC coupent la co-
nique K respectivement aux points A', B', C'. De plus, le
coté BC rencontre cette conique auxr points A" et A" le coté
\C aux points B", B": le ¢6té AB auxr points C" et C". Deé-
montrer que les triangles A'A"A", B'B"B" et C'C"C" sont

circonscrits & une méme contque. (D’OcrGNE.)

SOLUTION
Par M. A. Droz Farny

On connait ce théoreme ( Vouvelles {nnales, année 1867,
p-34): L'enveloppe des cordes communes a une conique fixe K
et a un faisceau C de coniques est unc courhe de troisiéme
classe. Si la conique K passe par I'un des sommets O du qua-
drilatere ABCO insciit aux coniques G, la courbe enveloppe
des cordes communes s¢ décompose en deux parties, savoir :
le point O lui-méme et une conique. Il suffit, dans le cas par-
ticulier, d’appliquer le théoréme général aux trois paires de
droites O\ et BG, OB ¢t AC, OC et AB, coniques dégénérées du
faisceau OABC, pour obtenir le théoréme de M. d’Ocagne.

Question 1561.

(7 our 3° serie, t V, p. j04)

Dans une parabole, le foyer ¥, le pointD ot la tangente
en un point M de la courbe coupe la directrice, le milieu B
du rayon de courbure MG issu du point M sont en ligne
drotte. (J. MARCHAND.)

SOLUTION
Par M. H. BROCARD.

Demonstration géométrigue. — On <yt que les projec-
uons A, A’ du centre de courbure C sur le rayon vecteur MF

9'
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et sur la paralléle MA”a OX se trouvent sur une droite AA’

rencontrant OX au pied N de la normale.
Les triangles rectangles CAM, CA'M sont égaux si 'on a

AN = AN\

donc FN paralléle a A'M rencontre AM en son milieu F.

La ligne FB est paralléle a AC et perpendiculaire & AM:
mais, par une propriété connue, 'angle DFM est droit. Done
les points D, F, B se trouvent sur une méme deoite perpendi-
culaire a AM en son milicu F.

Question 4568.

Dans wne cissorde de Dioclés. aire comprise entre la
courbe et son asymptote est égale a trois fois aire du
cercle yénérateur .

SOLL TTON

Par M. ). Lrva.

R désignant Te ravon du cercle générateur de la cissorde €,
st nous prenons pour origine le point de rebroussement de la

coutbe, et pour ave polaire la tangente en ce point, I'équation
est

sinlw
s=> R—.
COSw
Lequation de Fasvmptote est
, 1
|: == l] .
COSt

N designant Fave comprise entre la courbe et Fasvmptote.
nous avons

™
T
. P
N = - L2 42
- [ (> 52) dw.
J R
)
on
= ™
- +

IS8T}

»— 2 sintw
. — I
K2 / ——— — dn = R2 [ »(1— ~1n2m ) dw,

1
2
7
'

[~

wiA
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Question 1583.
On calcule une suite de fonetions d'aprés la loe

etn—1
Upsy = log ——
Uy,

e supposant uy = r.
Démontrer la formule

Cl— = U — WUy~ W U U+

SOLLTION

Par M. Avpiiri

Ecimvons la loi de formation comme suit
(4 1 == Uy Oy
on en tre successivement

ey g — | = Up—1 T Up—qg Uy (:M,H,’

e | = U Uy Uy Uy U llg=— o= Ul Uy O,

Le dernier terme de ce développement
.

Uyl .. Wy Clinn

est le reste de la série de M. Cesaro arrétée au »*™ terme.
Nous allons démontrer que ce reste est nul pour 2 infini ou

plus simplement que
lim de w, = o.

I. Supposons d’abord x posiuf. Toutes les fonctions u <ont
positives. cat <i I'on a

~
1y >0,
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I'on aura

elln — |
>1 et WUy g > 0.
Uy
En développant la relation
P r—
TR — 9
U,
on peut éerire
i,
1.2
Uy .oy |

_— ... )
[.2.0.2
On en conclut
4 Uy "y
- '
1.2 1.2.3 1.0.3.1

W) e
2.3.4

Sont

0 — L pp—
— _—-|>,-)(-—————————l)‘
Uy Up ey

er— eti—1 Y
—1> 9 — 1/,
a (%)
P — N elt-—
’ ———-—~———-—'—-l)/’2.2 —I).
s / Uy J
fry— elnir—-|
P —|)? 21— —1 ).
\ ., WUpay
Iin les ajoutant nous en déduirons
el —
—1
N elpay — |
b —1.
21 Unry

Le premier membre de cette derniére inégalité étant nul
pour noinfini,
lim de wppy=o0

L Dans le cas de <o, remplacons dan< la loi de forma-
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ton u, par — u, et .r par — ., elle devient

’ ’
, w, et
e np = n —

et'n —

Dans cette hypothése, toutes les fonctions ' sont positives
et, par suite, toutes les fonctions « négatives.
On avait dans le premicr cas

et — 1
) ety = -3
S
on a dans le second
' rex
(2) ety = -~
er—1

En multipliant ces deux relations dans lesquelles z a méme
valeur, il vient

(3) el = el ou Uy + Uy = .

Mais de (1) on conclut

donc, en vertu de (3), ujy estinféricur a = et & u,. Les fonctions
: 2

positives «' décroissent plus rapidement que les fonctions w,
ct la limite de u, est zéro comme celle de u,.

La formule de Cesaro est vraie pour toutes les valeurs
réclles de a.

Question 1589.

Si p, q, s désignent respectivement les droites qui joi-
anent les milieur des cotés opposés et des diagonales d’un
quadrilatére, a U'angle de g avecs, 3 ’angle de s avec p,
v Uangle de p avec q; pour que le quadrilatére soil in-
scriptible, il faut et il suffit que U'on ait

sinva  sin2B  sinay
= _-+ — =

pr B 52

Quelle est la signification de cette formule?
(F. FArjox.)
10
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SOLUTION
Par M. G. LEINEKUGEL.

Les six points milicux des cotés et des diagomnales sont.
comme on le sait, les six sommets d'un hexagone inscrit dans
la conique X lieu des centres des coniques circonscrites au
quadrilatére.

Le centre de X est au point de rencontre des droites joi-
enant les milicux des c6tés et diagonales. Cette conique admet
évidemment comme directions asymptotiques les directions
des diamétres des deux paraboles circonscrites au quadrilatére
donné. Si le quadrilatére est inscriptible, = est une hyperbole
¢quilatére; inversement, si = est une hyperbole équilatére, le
quadrilatére est inscriptible.

Cela posé, considérons trois demi-droites op, og, os faisant
catre elles les angles y(op, 0g), 2(ogq, os), B(op, 0s), leurs
longueurs ¢tant p, g, s; nous allons exprimer qu'il existe une
hyperbole équilatére circonserite au triangle pgs et de centre o5
nous ohtiendrons de la <orte la relation a démontrer,

L’¢quation d’une hyperbole équilatére de centre o et pas-
~ant par g cst

ri—y

(1_— + aMry—1—=o;:

en exprimant qu'elle passe par p et s qui ont pour coordon-
nées
( pcosy. s cosa,

— psiny. | ssina,
an en déduit

cosa . 1
/i t—Xsin2y — — =0,
P 3
cosgn . |
— o ASinvg — -~ = 0o
7t 2

Uélimination de & donne finalement

singz sin2B8  sinav

& : q? §2

L'interprétation géométrique de cette relation consiste en
ce que la conique £ lieu du centre des coniques circonscrites
au quadrilatére est ici une hyperbole équilatére.
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De plus, comme le centre d'une hyperbole équilatére est sur
le cercle des neuf points du triangle auquel elle est circon-
scrite, on voit que cette relation exprime aussi que le point
de rencontre des droites p, g, s est I'un des points d’intersec-
tion des cercles des neuf points des deux triangles obtenus en
joignant les milicux des deux systémes de trois droites qui
sont concourantes dans le quadrilatére.

Question 4644.

Si a est angle sous lequel une normale & une parabole
coupe l’are de cette courbe, 8 U'angle sous lequel elle
coupe la courbe en son second point de rencontre avec
celle-ct, on a

tanga = 2 tang 8.

(On demande une solution géométrique.) (D’OcacNe.)

SOLUTION

Par M. LEvy.

Le diameétre TX' passe par le milieu de MM'.
I’angle M étant droit, on a

TM = RM tanga = 2RM tang§:
d’ou

tanga = 2tang 8.

Question 1645.

On considére une lemniscate de Bernoulli (L) dont le
point double est en O et l’un des sommets en A.

On considére ausst l’hyperbole équilatére () ayant un
de ses sommets au miliew de OA et pour asymptotes les
tangentes au point de la lemniscate.

Montrer que le cercle qui a son centre en un point quel-
conque C de (H) et qui passe par O est tangent a la lem-
niscate (L) en un point K tel que OA est bissectrice de
Uangle des droites OC et OK. (BARISIEN.)
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SOLUTION

Par M. H. Brocarb.
Iéquation polaire de la lemniscate étant
o =a?cos2w,

on sait, d’aprés une propriété des spirales sinusoides . que
Pangle de la tangente avec le rayon vecteur est double de celui
de ce dernier avee la tangente au pole

TKO =2(45 —w)= g0 — > w;
done 'angle de la normale avec le rayon vecteur est é¢gal a
go -- TKO = »w.

Le triangle OCK est donc isoscéle. Par conséquent, C est le
centre de la circonférence tangente en K a la lemniscate et
passant par le pole O.

On a immédiatement I'équation polaire du lieu des points
G(r,h).

in eftet, on a

= - et 2= rcosvl:

b

par suite

o a?
re = ——
jcos2b

ou

Question 1648.

Les cercles de courbure d’une ellipse en P et Q rencon-
trent l'ellipse en M, \. Le cercle, qui touche I'ellipse en P
et qui passe par Q. et le cercle qui touche Uellipse en Q et
qui passe par P rencontrent respectivement Uellipse en R
et S.

Démontrer que RS est paralléle ¢ M.
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SOLUTION

Par M. NoeL DEWULF, éléve au lycée de Marscille.

On sait que tous les cercles tangents & une conique en un
méme point la coupent en deun autres points tels que la droite
qui fes joint est paralléle & une direction fixe. Donc QR est
paralléle & PM et PS a QN. Appliquant le théoréme de Pascal
d 'hexagone inscrit MPSRQN, on voit que MN est paralléle
a RS. Ce qu'il fallait démontrer.

N. B. — M. Barisien nous a adressé la solution analytique sui-
vante de la méme question.

En rappeclant cette propriété connue que les droites d'inter-
section d’un cercle ct d’une conique sont ¢galement inclinées
sur les axes de la conique, il en résulte que les droites PM
ct QN sont respectivement ¢également inclinées sur les tan-
gentes en P et Q a l'cllipse. D’autre part, QR ct la tangente
en P doivent aussi étre également inclinées sur les axes : par
suite, QR est paralléle & PM, de méme QN est parallé¢le a PS

Cette propriété va nous permettre de calculer facilement les
coordonnées des points M(zy, 1), N(za, ¥2), R(xs, ¥3)
S(zw yu)-

Si nous désignons par ¢ et ¢' les angles d’anomalic excen
trique ¢n P et Q, on trouve pour I'équation de la corde PM

bz coso—aysing = ab cosac.
En résolvant cette équation et celle de Pellipse
b2xt+ aty?= a?b?,

on trouve pour les coordonnées de M,

A ‘ Zy=  2aCOSQCOS2@ — @ CO5Q.
e . .
| y1=—2b sing cosag — b sine.

On a de méme, pour celles de N,

Ty= 2acosQ Cos2¢ — acosy,

N
T ya=—nbsing cosvg'— being'.

2 v
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L’équation de QR est
bz cose —ay sing = abcos(g — o).

Par conséquent, les coordonnées de R et S sont

RD= 2a 0050 coS(w + &')— acosy’,
ys=—2b sint;cos(;—o—r.?’)—bbinc;’,
g { 7y=2acos¢’cos(e +¢')—acosg,

| yy=——2bsinc' cos(o + ¢') —bsino.
Pour démontrer la proposition énoncée, il faut vérifier que

Y=Y Vs —

T — £y Xy — a,

in remplacant les coordonnées par leurs valeurs en fonc-
tion de o et ¢, on trouve que cette relation est satisfaite et
que la valeur commune du coefficient angulaire des droites
MN ct RS est
b (sin3q'—sin39 >
a (;s“jt;—cosjc?’ )

N

Question 1559.

Etant données Uaréte 2a et la hauteur h d’une pyra-
mide réguliére, trouver l'angle compris entre deux faces
latérales en supposant que la base soit un polygone régu-
lier de n cotés. (A. GENEIX MARTIN.)

SOLUTION
Par M. pe Cris.

Soient : O le centre et AB un coté de la base; S le sommet
de la pyramide. Le tri¢dre (AS, AO, AB) étant rectangle sui-
vant AO et ayant pour di¢dre suivant SA la moitié de 'angle
cherehé 2, on a (par une formule relative aux triangles
sphériques rectangles)

tano 7 — tangOAB |
T T Sin0AS
mais
. « h
SnOAS 2 et AO¢0sOAB = a,

Nhr4 Kt_f,
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Done
tang OAB a2+ A2 cos2OAB
tangr = .
h cosOAB
Cette formule résout la questions; il suffit d'y remplacer le
. R . n—oam
demi-angle a la base OAB par sa valeur évidente —

.N. B. — MM. Lez, Barisien, Pisani ont ré¢solu la méme question.

Question 1569.

( Foir 3° série, t. VI, p. 504 )

L'tant données une conique et une tangente & cetle
courbe, aux points A et B ow cette tangente rencontre les
axes de cette conique, on éléve des perpendiculaires & ces
azes; puis du point de rencontre M de ces perpendiculaires
on méne les tangentes MC et MD a la conique. Trouver,
lorsque la tangente AB varie, l’enveloppe de la corde CD
et le lieu du point de rencontre P des normales aux extré-
mités G et D de cette corde. (CuaMBON.)

SOLUTION
Par M. . Brocarp.

La conique donnée, supposée une ellipse rapportée a scs
axes, a pour équation

aty?+ D2z = a?b?.
L’équation géncérale des tangentes AB étant
y=mz+xy/arm+ 02,
le sommet M du rectangle OABM a pour coordonnées

Jarm? + b2
X = ———
m

5y B,
et 'on en déduit

(1) ,1232_1_(,21‘_7:12?2,

équation de la courhe (V). composée de quatre branches
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hyperboliques asymptotes aux cotés du rectangle circonscrit i
'ellipse parallélement a ses axes.
Les coordonnées (z, y) du point P de rencontre des nor-
males aux cxtrémités de la corde CD de contact des tan-
gentes issues d’un point M(a, 3) ont pour expressions

cra(br— f2)
a'lﬁ-’—h b2a2 |

_erp(ar—a?)
y= afo b2a?

Tenant compte de 'équation (1), elles deviennent

vat
r? = ¢ ,
ah
o CHa?—a?)’
- b2 a0

et P'¢limination de a donne

2 2 2 2
arxd+ b3ys=cs.

b=

La courbe (P) licu des points P est done la développée de
I"ellipse.
La corde CD, polaire du point M(=, 8), a pour équation

a2y + brag = a?b?,
ou, d'aprés Péquation (1),
(2) ara?y?r= 0 (at— ax )} (a?— a?).

Il resterait donce a éliminer z entre ’équation (2) et sa dé-
rivée, c'est-d-dive entre deux équations, dont une du qua-
trieme degré en a, et I'autre du troisiéme.

Le résultat, vraisemblablement fort compliqué, parait pouvoir
dtre avantageusement remplacé, ici comme dans la plupart des
¢tudes de courbes enveloppes, par la notion de la podaire re-
lative & Porigine.

La perpendiculaive & CD menée par I'origine a pour équa-
tion

el
YT by
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L _ a*x?
) yi= bz(az_ai)'

L’élimination de a entre les équations (2) et (3) donne

@) @t byt =at(aby —r @ TA),

¢quation qui se préte & 'emploi des coordonnées polaires.
L'enveloppe cherchée est donc la podaire inverse de la
courbe (4).

Question 4643.

La droite qui joint les milieux des diagonales d’un qua-
drilatére normal circonscrit a une ellipse passe par le
centre de cette courbe et est perpendiculaire ¢ la droite
qui joint ce centre au point de concours des normales a
lellipse aux points de contact des cotés du quadrilatére.

(LEMAIRE.)
SOLUTION
Par M. BARISIEN,

Rappelons les formules suivantes dues a M. Desboves.

Si (a, B) et (a, f’) sont les coordonnées des sommets op-
posés d'un quadrilatére normal circonscrit a une cllipse, et si
(&, 7,) sont celles du point de concours des normales aux points
de contact du quadrilatére, on a les relations

s’ =— a?, pp =—02,
R A S 1
arBr brar ' T By brar

Par suite
(1)

1__ Ble—a)

E- T uE— o)

D’autre part, d’aprés un théoréme da a Newton, le licu des
centres des coniques inscrites dans un quadrilatére est la droite
qui joint les milieux des diagonales.

Il résulte de la que, la droite qui joint (38) et (a'f’) et dont
le milieu a pour coordonnées

R
+
R
w
+
=

N
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étant une des diagonales, la droite qui réunit son milieu au
centre de Pellipse a pour coefficient angulaire

y _B+¥

z a—+ 2
ou, en tenant compte des premiéres relations de M. Desboves,

y _up=06
z  B(a?—a?)

(2)

Par suite

ce qui démontre la proposition.

Question 1641.

Si un cercle a pour centre un point d’une hyperbole
équilatére et passe par le symétrique de ce point par rap-
port au centre de I’ hyperbole, il coupe cette courbe en trois
autres points qut sont les sommets d’un triangle équila-
téral. (LEMAIRE.)

SOLUTION GEOMETRIQUE.

Par M. BROCARD.

Observons d’abord que si une hyperbole équilatére et une
circonférence données se rencontrent en quatre points A, B. G,
D, les points A’, B’, C', D', diamétralement opposés sur I’hy-
perbole. sont les orthocentres des triangles BGD, ACD, ABD,
ABC.

L'orthocentre D' du triangle ABC se trouve sur I’hyperbole.
Soit P I'extrémité du diamétre POD'. Je dis que ce point P se
trouve sur la circonférence ABC.

En effet, d'aprés les propriétés de I'hyperbole équilatére,
I'arc AC est vu des points P, D', sous le méme angle (ou sous
des angles supplémentaires).

Dans le triangle ABC, dont l'orthocentre est D', les angles
CD'A, CBA sont supplémentaires; donc les angles CPA, CBA
sont égaux, ce qui montre que les points A, B, G, P sont con-
cycliques.
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Mais les points A, B, C, D sont a la fois sur les deux courbes
données; donc les points P, Dr coincident.
Dans le cas oi la circonférence a D' pour eentre et DOD’
pour rayon, le point D’ doit étre Porthocentre du triangle
inscrit ABC; par suite, ce triangle doit étre équilatéral.

N. B. M. Brocard nous fait observer qu’il a fait connaltre,
dés 1874 (Mémoires d’Alger), ce théoréme, qui s’est présenté depuis
a plusieurs géométres et qui nc différe pas de la question 1507, ré-
solue analytiquement & la page 382 du quatricme Volume de la
3¢ série des Nouvelles Annales. M. Barisien, qui a également traité
la question par I’Analyse, ajoute que les normales & Phyperbole en
A, B, C sont concourantes.

Question 1601

Inscrire dans une sphére donnée un polygone dont chaque
coté passe par un point donné. (TARRY.)

Cette question doit étre considérée comme résolue; car
M. Tarry a indiqué d’une part (t. X, 3° série, p. 5*), la con-
struction a faire et, d’autre part (t. XI, p. 257), les considéra-
tions sur lesquelles la démonstration est fondée.

ERRATA.

Page 39", ligne 16, au liew de M. LEvY, lises M. LERrY.
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