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13 Tous les paicours se îamenanl les uns aux auUes,
nous pouvions donc réduire les chemins a considérer
a des chemins composes d'aics des deux enveloppes et
d'arcs de conjuguées, d'un autre cote, comme l'intégrale
fydx ne peut s'accroitie de constantes que dans des
chemins fermes, a la fois par i apport a la variable et a
la fonction, nous réenficherons les periodes d'une inte-
grale dans les paicouis d'anneaux feimes de la courbe
réelle, de l'enveloppe imaginait e et des conjuguées

Des pei iodes engendi ees dans le paitoms d'an-
neaux feimes de la courbe leelle — Si la courbe

( ' ) Von m( m e tome p ->S>



réelle représentée par l'équation f(.r, j ) — o du lieu
considéré comprend quelques anneaux fermés, tels que
A MB M'A (fig. 12), l'intégrale quadratrice de ce lieu,
ƒ y dxj admettra évidemment pour périodes les aires
enfermées respectivement dans ces différents anneaux
fermés.

En eifet, si le point [.r, 1 ] parcourt un nombre quel-
conque de fois le chemin AMBM'A, l'intégrale fydx,
durant le trajet AMB, s'augmentera de l'aire du dia-
mètre ANB, conjugué des cordes de l'anneau parallèles
à l'axe desj' et de Taire AMBiN A du demi-anneau supé-
rieur au-dessus de son diamètre, tandis que, dans le

chemin BM'A, elle s'augmentera de l'aire, prise avec le
signe —, du même diamètre et de l'aire BM'AJVB, prise
positivement, comprise entre la brandie inférieure de
l'anneau et le diamètre, aire d'ailleurs égale à la pre-
mière, de sorte que, à la fin du parcours, l'aire engen-
drée sera celle comprise dans l'anneau AMBM'A.

Mais le parcours de la courbe réelle pourra donner
lieu à la formation d'autres périodes qu'on n'apercevait
pas tout d'abord et sur lesquelles nous reviendrons après
avoir traité des périodes imaginaires engendrées dans le
parcours des anneaux fermés de conjuguées.

Des périodes engendrées dans les parcours des an-
neaux fermés de conjuguées. — Le produit par y/— 1
de1 l'aire enfermée dans l'intérieur dun anneau fermé
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d'une conjuguée quelconque d'un lieu /(X, Y) = o est
l'une des périodes de la quadratrice ƒ Y dX. de ce lieu.
En effet, soient AB, A'B' ( j%. i3) deux brandies de la
courbe réelle comprenant entre elles une série de con-
juguées fermées, telles que EMFM'E; soit ENF le lieu
des milieux des cordes réelles de cette conjuguée paral-
lèles aux deux tangentes EG, FG' à la courbe réelle :
l'intégrale fjdx prise le long du chemin EMP se com-
posera, d'après une des propositions qui précèdent :

De l'aire GENFG'G du diamètre ENF rapporté à

Q G

l'ancien axe dt*s X et à une parallèle aux cordes réelles
de la conjuguée ;

De l'aire réelle du triangle G'FQ, diminuée de l'aire
aussi réelle du triangle GEP;

Enfin, de l'aire EMFNE, comprise entre la demi-
conjuguée et son diamètre, cette aire étant affectée du
signe -f- y/— i .

Mais si, arrivé en F, le point décrivant [a:,^] par-
court ensuite la branche inférieure F M'E de la conju-
guée, dans ce nouveau parcours, l'intégrale ƒ y dx s'ac-
croîtra :

De l'aire FNEGG'F égale et de signe contraire à
GENFG'G;
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De l'aire réelle du triangle GEP diminuée de Taire

aussi réelle du triangle G 'FQ, lesquelles détruiront les
aires des mêmes triangles, engendrées d'abord avec des
signes contraires;

Enfin, de Faire F'.U'E.NF égale à EMFNE et engen-

drée avec le même signe -f- y/— i .
En sorte que, dans le parcours entier du con-

tour E M F M ' E , l'intégrale j y dx s'accroîtra seule-
ment du produit par ± y — i de l'aire enfermée dans
l'anneau de la conjuguée, y—i devant être affecté du
signe -f- ou du signe —, suivant que le sens du mouve-
ment aura été EMFM'E ou EM'FME.

Extension du second théorème d'Apollonius

iza' b' sin 0 = T. ah.

relatif aux coniques, aux courbes algébriques de tous
les degrés. — Ce second lliéorème d'Apollonius, en ce
qui concerne l'ellipse, ne constitue qu'un fait évident,
puisqu'il signilie simplement que l'aire d'une ellipse
reste la même, soit qu'on la rapporte à ses axes ou à
deux de ses diamètres conjugués.

Mais, appliqué à l'hyperbole, ce même théorème si-
gnifie que toutes les ellipses conjuguées d'une même
hyperbole ont même aire.

C'est ce théorème que nous allons étendre aux courbes
algebriques.de tous les degrés} il consiste en ce que les
conjuguées fermées d'un même lieu, comprises entre les
mêmes branches de la courbe réelle, ont toutes même
a i re.

Ce théorème est pour ainsi dire évident} car, dans
l'hypothèse contraire, l'intégrale J y dx aurait une in-
finité de périodes imaginaires, c'est-à-dire serait complè-
tement indéterminée.



Mais le théorème de Cauclry en fournira une démon-
stration directe :

Soient AiMBNA et A'M'B'JN'A' (fig. 14) deux demi-
conjuguées voisines, comprises entre les mêmes bran-
dies A A', BB' de la courbe réelle : les valeurs de l'inté-
grale fjdx prises d'abord le long du chemin AMB,
ensuite Je long du chemin AA'M'B'B seront égales,
d'après le théorème de Cauchy; les parties imaginaires
de ces deux valeurs seront donc les mêmes. Mais la

F i g . 14.

seule partie imaginaire de la première somme sera
l'aire AMBMA comprise entre la première demi-eonju-
guée et le diamètre AiNB, lieu des milieux de ses cordes
réelles 5 de même dans la seconde somme, la seule partie
imaginaire sera l'aire A'M/B'N'A' comprise entre la
seconde demi-conjuguée et le diamètre A'iVB', lieu des
milieux de ses cordes réelles-, donc les demi-aires des
deux conjuguées seront égales.

Nouvelle généralisation du même théorème. —Non
seulement toutes les conjuguées fermées comprises entre
les mêmes branches de la courbe réelle ont même aire,
mais encore si l'on rejoignait deux points quelconques
C et D (fig- i5) de ces deux branches par un chemin
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quelconque CMD, et qu'on le fermât par le lieu DM'C
des points imaginaires conjugués de ceux qui consti-
tueraient CMD, Taire CMDJVFC serait encore égale à
celle d'une quelconque des conjuguées. En effet, si Ton
se reporte à ce qui a été dit de la valeur de l'inté-
grale fydx prise le long d'un arc de l'enveloppe ima-
ginaire, mais qui conviendrait également à la valeur
de la même intégrale prise le long d'un chemin quel-

conque, en appliquant les formules, trouvées alors, aux
deux arcs CMD et CM'D. On aura

et

, • s -J- S' S — S' / —

., „ S-h S' S - S ' ,

S, désignant l'aire du lieu CND des milieux des cordes
joignant les points imaginaires conjugués des deux
arcs CMD et CM'D, S et S'les aires des segments cor-
respondant aux arcs CMD et CM'D.

Mais l'intégrale prise le long de DM'C étant égale et
de signe contraire à l'intégrale prise le long de CM'D,
l'intégrale le long de CMDM'C sera la différence entre
I et I' ou (S — S' ) \/— i , c'est-à-dire le produit par y — i
de K'aire enveloppée par l'anneau CMDM'C.
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D'un autre côté, le chemin CM DM'G pouvant être

considéré comme une déformation du chemin constitué
par une conjuguée fermée, les intégrales prises le long de
l'une et l'autre seront égales} donc le contour CMDM'C,
constitué comme on l'a dit, enveloppera une aire égale à
celle d'un anneau fermé de conjuguée compris entre les
mêmes branches de la courbe réelle.

Si les deux parties CMD et CM'D n'étaient plus for-
mées de points imaginaires conjugués deux à deux, l'in-
tégrale prise le long de CMDM'C n'en resterait pas
moins l'une des périodes de f y dx, mais elle n'aurait
plus une représentation géométrique, simple parce que
S< n'aurait pas la même valeur dans I et dans I', et que,
d'ailleurs, les aires S et S' qui entrent dans I ne seraient
plus les mêmes que celles qui entrent dans 1'.

Des périodes engendrées dans le parcours des an-
neaux fermés de Venveloppe imaginaire des conju-
guées, — Tl pourra se présenter trois cas distincts : le
premier où l'un des anneaux fermés étant constitué par
des points \_x = a -f- [3 y/— i , y i= a'-h [3' y/— î], les
points imaginaires conjugués de ceux qui constituent
le premier, [x = a — [3 sj— i , y = a'— [3'y/— i J, for-
meraient un autre anneau fermé, séparé du premier.
C'est ce qui arrive dans le lieu

où l'enveloppe imaginaire présente les deux anneaux
fermés, conjugués, représentés en coordonnées réelles
par les équations

(JT — a— by~-^(y — a'— b')*= (r-f- rf)2

{x — a -\- b)2-f- ( y — a'-^r b')* = ( r — /•')2.
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II pourra arriver aussi que l'enveloppe imaginaire,

fermée, se compose de points imaginaires conjugués
deux à deux, mais de telle façon que cette enveloppe
ne touchant pas la courbe réelle, qui pourra d'ailleurs
ne pas exister, les deux suites de points imaginaires
conjugués, qui constitueront cette enveloppe, ne se re-
joindront jamais, de sorte que le premier point de la
première partie de l'enveloppe coïnciderait avec le der-
nier point de la seconde partie et le dernier point de la
première avec le premier de la seconde. C'est ce qui
arrive, par exemple, dans le cas de l'ellipse imaginaire

a- b~

Enfin, si les deux parties de l'anneau considéré, de
l'enveloppe imaginaire, se rejoignaient sur la courbe
réelle en deux points d'inflexion de cette courbe, les
poinls imaginaires conjugués, qui constitueraient l'an-
neau de l'enveloppe, se rejoindraient aux deux points
d'inflexion.

Dans le premier cas, les valeurs de l'intégrale f y dx^
prise successivement le long des deux anneaux consi-
dérés, seraient représentées par

f ., S H - S' S — S'

et par
S -+- S' S - S '

ii V . »/ f

>, •!

S,, S et S' ayant les valeurs définies plus haut.
Ainsi, par exemple, dans le cas du lieu

(.r — a — b s/— i)"*-r- \y — a'— b' \f— i)" = (/*-+- /*' y—• i)* >

le \\&n des points milieux des cordes joignant les points
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imaginaires conjugués des enveloppes des deux lieux

et

sera, comme on l'a vu, la circonférence du cercle

( a — a) 2 -h ( a ' — a ' ) 2 = r2,

de sorte que S, aura pour valeur

7T/-2;

d'un autre côté, les deux enveloppes ayant pour équa-
tions, en coordonnées réelles,

( x — a — b )* -+- (y — a' — b'Y =-- (r -±- r'Y
el

(x — a -t- b y1 -r- {y — a' -*- 6' )2 = ( r — /•' )'2,

S aura pour valeur TT(/•-+- / ' ) - , et S' aura pour valeur

La formule

r c S -h S' S — S' /
'2 2

donnera donc, pour* valeur de la période de l'inté-
grale fydx, relative au premier lieu,

9.71 r* - -J- ~ [( r -f- r' )2 + ( r — r' )* ]

comme on devait s'y attendre. La période, dans ce cas
et tous les autres analogues, sera en partie réelle et en
partie imaginaire.

Dans le second cas, les deux parties de l'enveloppe
imaginaire, qui contiendront les points imaginaires con-
jugués deux à deux, se faisant suite Tune à l'autre, de
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manière que le dernier point de l'un des deux arcs coïn-
cide avec le premier point de l'autre, l'intégrale fydx,
prise le long de l'anneau formé par l'enveloppe, aura
pour valeur la somme des deux intégrales I et I'; c'est-
à-dire

4SI — (SH-S') .

La période sera donc réelle et égale à l'aire de l'an-
neau diminuée de quatre fois l'aire du segment corres-
pondant au lieu des milieux des cordes joignant deux
à deux les points imaginaires conjugués de l'anneau de
l'enveloppe.

Toutefois, il pourra, je crois, arriver que le lieu des
milieux des cordes réelles en question, ne présentant
qu'un seul arc, dans l'intérieur de l'anneau de l'enve-
loppe, et cet arc devant être parcouru deux fois, en
sens contraires, lors des formations des deux intégrales
I et F, les aires 2S* et — ̂ S^ que devraient contenir
1 et F, disparaîtraient de la somme J -f- F.

Dans le cas de l'ellipse imaginaire —- + f o -+-1 = 0 ,

St est nul de lui-même, parce que toutes les cordes
réelles de l'enveloppe imaginaire ont leurs milieux à
l'origine, et il reste seulement, pour I + F , Paire de

l'ellipse réelle —7 + 7-7 — 1 = 0, lio mot hé tique à l'ellipse
imaginaire.

Dans le dernier cas, l'intégrale rentrera dans le cas
général d'une intégrale, prise le long d'un chemin fermé
composé de points imaginaires conjugués deux à deux,
qui se rejoindraient sur la courbe réelle : cette intégrale
aura, comme on l'a vu, pour valeur le produit par y —1
de Taire enfermée dans l'anneau de l'enveloppe imagi-
naire. ( A suivre.)


