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SUR LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX POLYNOMES
ENTIERS;
Par M. L. POMEY,

Je me propose, dans cette Note, de chercher, 4 égard
de deux polyndomes entiers,

S -+ a7 -t ay 't

& =by+byr+brx2+. ...+ byan,

1° les conditions nécessaires et sullisantes pour que f
et g aient comme plos grand commun diviseur un po-
lynome de degré p; 2° Pexpression explicite de ce poly-
nome; 3° les quotients respectifs de f et g, divisés par
ce polynome.

L’étude de ces questions peut étre rattachée, soil au
résultant d’Enler, soit a celni de Bezout-Cauchy : nous
diviserons cette Note en deux parties se rapportant res-
pectivement & ces deux points de vue. Nous aurons
d’ailleurs recours, dans I'une ct dans I'autre partie, a
un théoréme fondamental bien connu, mais dont nous
rappellerons la démonstration.

Tutorkve ronpamentaL. — Lorsqu’il existe deux
po{) ndmes entiers u et v, respectivement de degrés
n—p et m—p, satisfaisant & l’identité
(1) uf+vg—o,
fet g ont un diviseur commun de degré au moins égal
ap.

En effet, désignons par d le plus grand commun di-
viseur de u et ¢, cc polynéme d pouvant se réduire a
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une constante, ct par u, et v, les quol;ients de u et ¢
divisés par d. L'identité (1) peut s’écrire alors

d(uyf+v,8) =o,
ou, puisque d n’est pas identiquement nul,
(2) w f+v1g -o.

D’apres cette identité, u, divise ¢, g3 mais u, est pre-
mier avec ¢,, d’aprés un théoréme connu ; donc il di-
vise g, et 'on a

(3) .:""Ell.‘p,

P désignant un polynéme entier. Il en résulte, par
Pidentité (2),

N J =—uoP.

Or, f el g sont respectivement de degrés m et n;
uy et v, sont au plus des degrés » — p et m — p. Donc,
d’apres (3) et (4), f et g ont un diviseur commun P de
degré au moins égal a p.

Previkre ParTIF.

Définitions. — Désignons par R, le déterminant
d’ordre m + n formé par les coeflicients de x°, x',
x3, ..., ™=t dans les polyndmes suivants :

zn=tf, an=f. L., xlf, zof,

x0 £y xt £, ceey xlll—?g’ axm—1 g.

On a ainsi, en supposant des zéros a toutes les places
laissées vides en dehors des deux parallélogrammes re-
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couverts par les coeflicients a et b,

Ay Uy dy . e Ay
nlignes.
ay Wy Wy . Ay
a, ay ay, .. .. ay
Ry = l)\) bl ,)g l)n

m lignes.

)
by by b, ... b, (

by by b, ... b,

R, est le déterminant d’Euler, dans lequel on a seule-
ment renversé U'ordre des 2 premiéres lignes.

Nous supposons m. 2 n.

Soit p un nombre entier inféricur ou au plus égala n.
Supprimons dans Ry les p premiéres ct les p derniéres
lignes : alors les p derniéres colonnes ne contiennent
plus que des zéros; en les supprimant également, il reste
un tableau rectangulaire que je désigne par T)p.

Si V'on supprime les p premiéres colonnes de ce ta-
bleau T, il reste un tableau carré, dont j’appelle R, le
déterminant des éléments. On voit en somme que Ry se
déduit de Ry en y supprimant les p premiéres et les p
derniéres lignes, ainsi que les p premiéres et les p der-
niéres colonnes.

Soit i 'un des nombres entiers 1, 2, ..., p. Vap-
pelle R, ; le déterminant déduit de R, en y rempla-
cant la premiére colonne par la colonne qui, dans le
tableau T',, occupe le rang i.

Je désigne par D, le déterminant obtenu au moyen
de Rp, en ajoutant 4 sa premiére colonne multipliée
par xP les p premiéres colonnes du tableau T, res-
pectivement multipliées par x0, xf, x2, ..., xP7%

Jappelle enfin U,_,_, et V,,_,_, les deux détermi-
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nants obtenus en remplacant successivement la pre-
miére colonne de R, par celles-ci

xh—p—1 o
» n —p 2éros.
at o P
Fall o
[ o kel
, ‘ o at
m -— p réros ¢

o xm-p 1,

Ces délinitions élant posées, nous allons établir plu-
sicurs lemmes importants.

Lemve I. — L'expression développée du  poly-
nome D, est

Dy=R, 120+ R, 2 +...+ Rp pxP~1+ Rpzp.

En ellet, d’apres sa définition, D, est la somme de
p —+ 1t déterminants qui se déduisent de R, en y rem-
placant successivement la premiére colonne par les
p —+1 premiéres colonnes de T, respectivement mul-
tipliées par x°, x*, 2%, ..., xP. Or ces déterminants
sont précisément ceux quon a désignés plus haut
parR, :(1=1,2,3,...,p) et R, et qu'on a multipliés
respectivement par x°, x', x%, ..., xP, ce qui dé-
montre le lemme.

Lemme II. — On a identiqguement
D[:E Ull.—p—lf+ Vm—p—lg-

En effet, D, ne change pas si I'on ajoute a sa pre-
miére colonne les suivantes respectivement multipliées
par xPtt, xpt2, .., xmtn=t Les éléments de sa pre-
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mieére colonne deviennent ainsi
zr=p-1f, .., xlf, xf, xg, xtg, ..., axm-r-ig,

Cette colonne peut s’éerire sous la forme suivante :

rf+o0.g,
o.f+2x0g,

o.fatg,

0'f_|_ xm=p 1z,

On voit alors que D, est la somme des deux détermi-
nants obtenus en remplacant la premiére colonne de R,
successivement par les premiers, puis par les seconds
termes des éléments binomes qu’on vient d’écrire. Ces
déterminants contiennent en facteur, I'un f, l'autre g,
et Pon voit que les multiplicateurs de f et g sont les
déterminants désignés par la notation U,_p 4, Vpu_p_4,
ce qui démontre I'identité annoncée.

Lemme L. — Lorsque p est inférieur a n, les poly-
nomes Up_p_yy Vo p_1, ordonnés par rapport aux
puissances déecroissantes de x, ont respectivement pour
premiers termes b,R, ,x"" P~ —a,R,  xm P71,
Lorsque p est ¢gal & n, le premier de ces polynomes
est identiquement nul, le second se réduit & (b, )1,
en sorte quona U_y=o0 et Vy_,_,= (b,)" " 1.

En effet, supposons d’abord p < n. En développant
U,_p_+ par rapport aux éléments de sa premiére co-
lonne, on obtient un polynéme euntier en x, ordonné
par rapport aux puissances décroissantes, dont le pre-
mier terme est de degré n — p — 1. Le coefficient de
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ce terme est le déterminant qu’on déduitde R, par la
suppression de sa premiére ligne et de sa premiére co-
lonne. Or la derniére colonne de R, a évidemment pour
premier élément ap, ; les éléments suivants sont des
zéros, sauf le dernier qui est b,. Par conséquent, en
supprimaut la premiére ligne de R,, I'élément an,, qui
figurait en téte de la derniére colonne, se trouve sup-
primé, ct la derniére colonne du déterminant obtenu
par la suppression de la premiére ligne et de la pre-
miére colonne de Ry, se compose d’eléments nuls, saut
le dernier qui est 4,5 d’aillcurs, si 'on supprimait en-
core cette colonne, ainsi que la derniére ligne, le déter-
minant restant serait R, . Le coefficient de x?~2 ! est
donc un déterminant qui, développé par rapport aux
éléments de la derniére colonne, se réduit a b, Rp,.

De méme, en développant V,,_, | par rapport aux
éléments de sa premicre colonne, on obtient un poly-
nome entier en x, de degré m ~-p — 1; dans ce déve-
loppement, c¢’est le terme relatif au dernier élément de
la premiére colonne qui a le plus haut degré. Or cet
élément, zm7~t  occupe le (m -+ n—ap)™® rang
dans la premiére colonne. Le terme qu’il fournit est
done (— r)ymtn 2ptigm=—n=15 cn désignant par 8 le
déterminant déduit de R, par suppression de sa pre-
miére colonne et de sa derniére ligne. Mais la derniére
colonne de R, ayant pour premier élément ay, et pour
dernier élément b,, tandis que tous les autres sont
nuls, on voit que la derniére colonne de 8 a pour pre-
mier élément @, el que tous les autres éléments de cette
colonne sont nuls; d’ailleurs cet élément a,, occupe
dans la premiére ligne le (m +n —2p — 1) rang;
enfin le déterminant obtenu en supprimant dans ¢ la
premiére ligne et la derniére colonne est R,y ; par
suile, on a 8 = (—1)"+n 2Pq, R,,,, ensorte que, fina-
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lement, le terme du plus haut degré dans V,,_,_; est
(.__1)2(m+n—2p)+1 amR,H—‘.’L""‘P”’. ou —a,, Rp+i pm—p-1,

Supposons maintenant p = n. D’aprés la définition
de U,_,_ i, la premiére colonne de ce déterminant,
pour p =n, n’a que des éléments nuls, au nombre de
m — n. Par suite, le polynéme U_, est identiquement
nul.

Quant a V,, , , sa premiére colonne, dans I'hypo-
thése p=n, a pour ¢léments a0, x*, 2, ..., & "t
Or R, est le déterminant d’ordre m — n suivant

R,= (1 —- n lignes),

tous les éléments placés au-dessus de la diagonale prin-
cipale étant nuls. V,,_, ,, par définition, se déduit
de R, en remplacant sa premicre colonne par les élé-
ments qu'on vient de citer; c¢'est donc le déterminant
d’ordre m — n suivant :

x0
. xt b, l
Vio—n-t— = 20( b, )m—n"1= (b, )m—n-1,
xmon—=1 o [)n
Lemme IN. — Lorsque f et g ont pour plus grand

commun diviseur un polynéme de degré p, le déter-
minant R, est différent de zéro.

Dans le cas oun p est égal a n, on a immédiatement
Rp,=R,=(6,)""": ce déterminant est donc différent
de zéro.

Supposons maintenant p inférieur a n.

Je vais démontrer que, dans ce cas, si R, est nul, le
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plus grand commun diviseur § de fet g n’est pas de
degré p, ou, ce qui revient évidemment au méme, que
dans I'hypothése R, = o, si § n’est pas de degré infé-
rieur a p, il est nécessairement de degré supérieur a ce
nombre.

Supposons, en eflet, R, nul. D’aprés la définition de
ce déterminant, on a

;az,,-,,ﬂ L2 (27
‘ ....... IR e e e .o
Fap-y a, R
|
a, Ap+1 R R T
Hp: [)p [)p+1 bn )
| by by e e by
k ..... e . .o e
| bapomes Bopomsz oo e e e i bn

formule valable pour toute valeur de p, en faisant la
convention que tous les éléments @ ou & alfectés d’un
indice négatif ne sont pas autre chose que des zéros.

Multiplions la premiére colonne de R, par xP, ct
ajoutons a cette colonne les suivantes multipliées res-
pectivement par xP*', xpt2 . xmtrop=t. On ob-
tient de la sorte un nouveau déterminant R qui est égal
a R,xP; par conséquent R est nul, et il y a entre les
éléments de chaque colonne de R une méme relation
linéaire et homogéne, dans laquelle les cocfficients ne
sont pas tous nuls : nous allons écrire cette relation, en
particulier, & ’égard des éléments de la premiére co-
lonne.

D’apreés la fagon dont on déduit R de R, on voit
qu'un €élément quelconque ap_y pris parmi les n — p
premiers éléments de la premiére colonne de R, et un
élément quelconque b, , pris parmi les m —p der-
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niers de cette colonne sont respectivement remplacés
dans R par les éléments polynomes suivants :
Ay oz @py@P— Qp_yopr TPy am+X,
Buz- bpo p@P == bpyry P+ 4 by,
Cela posé, si I'on désigne par i un entier inférieur
ap,ona

A =xi(@p—iaP=li+...— ay,axm)

s2zif —xi(ay+ a1 > +. .o+ Qp 2P,

ou, cn désignant par A,_, ; un polyndme de degré
p—1 au plus.

(1) Apsrif — A, yp

D’autre part, sij désigne un entier égal ou supérieur
ap,ona
N, =xi(ap_jaP—I ...+ apa™)
szl (ay+ ayx +. .o+ apam),

puisque les a allectés d’indices négatifs sont nuls, et,
par suite,
(2) A,=2if.

D'apreés les formules (1) et (2), on peut donc poser,
d’une facon générale, que A soit inférieur, égal ou supé-
rieur a p,

(3) Ay=af— Ap_1

N .
en appelant A,_, 3 un polynéme de degré p — 1 au
plus, qui peut étre identiquement nul.

On démontre exactement de méme qu’on a

(4) By=atg — B,y y,

\ r . A . I b :
ou B,_; , désigne un polyndme qui, s’il n’est pas iden-
tiquement nul, est au plus de degré p — 1.

Il résulte alors des formules (3) et (4) que la rela-
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tion identique qui existe entre les éléments de la pre-
miére colonne de R peut s’écrire

r=n—p—1 p=m—p-—1
2 a)\(‘T)'f‘—Ap——l,)\)"F‘ 2 Bu(ﬁ‘é’p B[l—l\!J-) = 0,
r=0 ®=0

ou bien

h=n—p—1 p=m—p—1
\f oy h - g Z Buay
(5 :0 u=0
A_n—p—t W=m—p—1
( = 2 o A poq,n+ 2 BuBp—1,p.
1=0 n=0

les diverses valeurs des coefficients o; et 2, n’étant pas
/ o

toutes nulles.

Supposons alors que le plus grand commun diviseur §
de fet g ne soit pas de degré inféricur a p; § est donc
de degré supérieur 4 p—1. Or il divise le premier
membre de I'identité (5), comme diviscur commun a f
et g3 par suite, il divise le second membre; mais celui-ci
est de degré p—1 au plus, puisque les divers poly-
nomes A,_, 3, By, sont au plus de degré p —1, quand
ils ne sont pas identiquement nuls; donc, § étant de
degré supéricur a p— 1, le second membre de (5) est
identiquement nul. Alors cette identité se réduit a

A=n—p p=m—p—1

(6) / 2 g E Buat==

k=0

Observons que, I'entier p étant, dans 'hypothése ac-
tuelle, au plus égal a 'entier non négatif n — 1, aucune
des diverses valeurs que prennent X et u dans (6) n’est
négative, ct que, par conséquent, les coefficients de f
et g dans cette identité sont des polynomes entiers en z.
D’ailleurs ces polvnémes ne sont ni I'un ni lautre
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identiquement nuls : en effet, I'évanouissement de I'un
d’eux entrainerait, en vertu de I'identité (6) elle-méme,
Pévanouissement de Pautre, puisque ni f ni g n’est
identiquement nul; mais alors toutes les valeurs des
cocfficients o3, 3, seraicnt nulles, contrairement i ce
qu’on a établi plus haut.

En résumé, Pexistence de 'identité (6), dans les con-
ditions que nous venons de préciser, prouve qu’il y a
deux polynomes entiers u, v non évanouissants, dont les
degrés respectifs sont au plus égaux 4 n—p—1 et
m — p —1, qui satisfont a 'identité uf - vg =o. Par
conséquent, d’apres le théoreme fondamental démontré
au début de cette Note, § est au moins de degré p +1,
¢lest-a-dirve de degré supérieur a p.

1T est done prouvé par ce qui précéde que, lorsque R,
est nuly si 6 west pas de degré inféricur a p, il estde
degré supéricur. L’existence d'un plus grand commun
diviseur de degré p est done incompatible avee la condi-
tion R, = o : elle exige qu’on ait R, 2 o.

Ces lemmes préliminaires vont nous permettre de dé-
montrer teés simplement quatre théorémes, dont les
deux premiers fournissent chacun individuellement,
sous des formes dillérentes, les conditions nécessaires et
suffisantes pour que le plus grand commun diviseur §
de fet g soit de degré p, le troisiéme donne explicite-
ment Pexpression de ce polynome 6, enfin le dernier
donne les quotients de fet g divisés par §.

Tutorkme 1. — Pour que le plus grand commun
diviseur § de f et g soit de degré p, il faut et il suffit
que l'on aut

R, 1= Rpoja=...= Ry-1,p-1=Rp_1=o0 et Rp2o.

En effet, supposons que 8 soit de degré p. Le
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lemme IV montre déja qu'on a R, 2 o. D'autre part,
changeons p en p —1 dans les identités du lemme I et
du lemme 11, celles-ci deviennent

‘ Dp_; Rp__i.i.TO-;— Rpf.l_g\Tl‘—Q_.-‘
(1) ) .
“+ Rpy, porzp2+ Ry 1,

(2) Dp—l —= Un~pf+vm—pg-

En vertu de 'identité (2), § qui divise f et g divise
aussi D,_,, ce qui exige que ce dernier polyndme soit
identiquement nul, puisqu’il est de degré p — 1 au plus,
tandis que § est de degré p. Mais alors, d'aprés (1),
on a

Ryi=Ry1a=...=Rpy p1=R, 1=o.

Les conditions énoncées sont donc nécessaires.

Réciproquement, supposons ces conditions remplies.
D’aprés (1), D,_, est identiquement nul, et, par suite,
d’apreés (2), on a

({§> U/[ [;./“f— \‘mv[,g == 0.

Or, d’aprés le lemme 11T, les termes de degrés n — p
et — p dans U,_, et V,,_, ont pour coefficients res-
pectifs b, Ry, — a,, R, Mais a,, et b, sont essentielle-
ment différents de zéro, d'autre part R, est aussi diffé-
rent de zéro, puisqu’on suppose remplies les conditions
indiquées par I'énoncé; done U, , et V,_, sont exac-
tement des degrés marqués par leurs indices. Alors, en
vertu du théoréme fondamental établi au début et de
Pidentité (3), le degré de 9§ est au moins p. D’ailleurs,
a cause de l'identité du lemme II, § divise Dp, quin’est
que de degré p au plus; le degré de 6 ne peut donc
étre supérieur a p, a moins que D, soit identiquement
nul, ce qui exige, d’aprés le lemme I, qu’on ait en par-
ticulier R, = o, résultat contraire 4 'une des conditions
qu’on suppose remplies. Par conséquent, 6 est exacte-
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ment de degré p, et les conditions énoncées sont suffi-
santes.

Tutorime 1. — Pour que f et g aient un plus
grand commun diviseur § de degré p, il faut et il

suffit que lon ait
Re=Ri=Ry=...=R,1=o0 ot R,Zo.

En effet, soit p le degré de §. Chacun des polynomes
Do, Dy, Dy, «.., D, 4 est divisible par 6, d’apres les
identités qu’on déduit de celle du lemme II en rempla-
cant p successivement par o, 1, 2, ..., p—1; tous ccs
polynomes sont de degré inféricur a p : donc chacun
d’cux est identiquement nul. En particulier, les coeffi-
cients de la plus haute puissance de x dans ces poly-
nomes sont nuls; or ces coefficients sont Ry, Ry, R, ...,
R,_. Enfin, le lemme IV a eu pour objet de démontrer
la condition R, Z 0. Les conditions énoncées sont donc
nécessaires.

Réciproquement, supposons qu’on ait

(e) Ri=o0 pour i<p et RpZo.

Soit ¢ le degré de 65 d’aprés la partie directe qui vient
d’¢tre démontrée, on a

(8) R;=o0 pour i<gq, et R4S 0.

La coexistence des conditions () et des condi-
tions () entraine évidemment la condition ¢ = p;
le degré de O est donc p et les conditions énoncées sont
suffisantes.

Taeorkme Ill. — Lorsque fet g ont pour plus grand
commun diviseur § un polynomede degré p, § est, @ un
facteur constant preés, le polynéme D, dont l’expres-
ston développée est fournie par le lemme 1.
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En effet, le terme du plus haut degré de Dp est R, x?,
d’aprés le lemme 1. En vertu du lemme LV, R, est dif-
férent de zéro. Donc D, est exactement de degré p;
mais, d’aprés identité du lemme 1I, il est divisible
par 0, qui, par hypothése, est lui-méme de degré p.
Par conséquent, 0 ne ditlére de D, que par un facteur
indépendant de x.

Remarque. — Lorsque p est égal a n, le lemme 11

donne
D,= —1f+ Vin-n-14.

Or, le lemme 1T apprend que U_; est identiquement
nul et que V,,_,_y sc réduit a (b,)" "=*. On adone

D,= ( b, ym—n~—1 &
0 n’est donc autre chose que g, ainsi que cela était évi-

dent a priori. .

Tntorkve IV. — Lorsque le plus grand commun
diviseur O de f et gest de degré p, les quotients de f
et g divisés par § sont respectivement HV ,,_,, —HU,,_,
en désignant par H une constante qui, si l'on prend

(%)

En effet, on a, par application des lemmes I et II,

b =D,, a pour valeur

Dy a=R, 112+ Ry qpz'+...+ Rpy, p—yaP—2
+RyxP'=Up_pf+Vu_pg.

Le polynome § de degré p, divisant f ct g, divise
donc D,_, : or celui-ci n’est que de degré p—1 au
plus; il est donc identiquement nul ct I'on a, par suite,

(1) Unpf+Vm-pg=o.

D’ailleurs, d’apreés le lemme 111, les polynomes U,,_,
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V. pont respectivement pour termes de degrés les plus
élevés b, R,x" P, —a,,Rp,x™ P ct, par conséquent, en
vertu de la condition essentielle @, 5,20 et de la con-
dition R,2 o qui résulte du lemme 1V, ils sont exacte-
ment des degrés n—p et m— p.

Soient alors ¢ et y les quotients obtenus en divisant
S et g par b, Lidentité (1) peut s’écrire

U, ,;'{’6 -~V p'{e -0,
. , . .
ou, p]lquu(" Q nest pa% ]dt’nthu(’nl()nt nul.
(2) Uy, /;'5—0—\": pU=0

)

— . . .. .
Dapres (2), © divise 'V, pYs mais il est premiet
avee v, dont il divise V,,_, ct, par conséquent, © et

'

V.. p étant tous deux de degré m — p. on a
((‘) o = HV//1 2

en désignant par H un facteur indépendant de a. En
tenant compte de (3), la relation (2) donne alors

(1) Vo= HU, p
o1 1’ = 4 1.0 1de 1 A s
Silon prend 6 = D,, le polynome f, identique a 6,
est identique a HD, V,,_, et a, parsuite, méme terme

de degré m que lui, ce qui donne

a,-=HR,(—anRp).

1 2
R

Les formules (3), (4) et (5) démontrent le théoréme.

d’ou

(5) H=—

ey
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Seconpe ParTIE.

Définitions. — Soient encore les deux polynomes

entiers
f=a+aix+...+a,,xm,

g=by-+byx+...+b,an,

m étant supérieur ou égal a n.
Posons

Sp=CQpr1—+ Qpia® ...+ ayxm—p+D]

Gp=bpi1+ bpiox ...+ bpan—lp+1),

p désignant un nombre cntier au plus égal & n, avee la
convention g, = o.

Appelons ¢;; le coefficient de x/ dans le polynéme
entier

&if—ri&,

et ry le déterminant d’ordre m suivant

Coo Co1 Co2 e e ee ee ees Com—t '
Cio C1 Cq2 .. .. . . cee Clom—1 .
s n lignes
Cn—1,0 Cn—11 Cn—1,2 ++ ¢ <. <. ... Cn—1m—1
bo 61 bg .o .o b"
b b by .. .. b ) .
0 ! 2 " \, m — n lignes;
by by by .. ... b,

ro est le résultant de Bezout. Les coefficients ¢;; y oc-
cupent un rectangle, ct les coctficients 4 un parallélo-
gramme cn dehors desquels nous supposons des zéros a
toutes les places laissées vides.

Supprimons dans r, les p premiéres lignes; il reste
alors un Tableau rectangulaire que nous désignerons
parf,.

Ann. de Mathémat.. 3° série, t. VIL (Février 1888.) 6
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Si 'on supprime les p premiéres colonmes de ¢, il
reste un Tableau carré, dont nous appelons 7, le déter—
minant des éléments. On voit, en somme, que 7, se dé-
duit de ry en y supprimant les p premiéres lignes et
les p premiéres colonnes.

Soit 71'un des nowmbres 1, 2, 3, ..., p. Vappelle r,,
le déterminant déduit de r, en y remplacant la pre-
miére colonne par la colonue qui, dans le Tableau ¢,
occupe le rang 1.

Je désigne par dp, le déterminant obtenu au moyen
de 7, en ajoutant a sa premieére colonne multipliée
par xp les p premiéres colonnes du Tableau ¢, respecti-
vement multipliées par 20, x!, x2, ..., xP™'.

Fappelle enfin u,_,_, ¢t ¢vp_p_y les deux détermi-
nants obtenus en remplacant successivement la premiére

colonne de 7, par celles-ci :

p _fp

& __,/[)-H
Tn—1 — ,fn—i

o pal

. at

) rm-n-1,

Ces définitions posées, nous allons établir plusicurs
lemmes importants :
Lemme 1. — L’expression développée du poly -
néme d, est
dpy = rp x4 rp et 1yl rpaP.
En effet, d'aprés sa définition, d, est la somme de
p =+ déterminants qui se déduisent de r, en y rempla-

cant successivement la premiére colonne par les p +1
premiéres colonnes de ¢, respectivement multipliées
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par x° x', x2, ..., xP. Or, ces déterminants sont pré-
cisément les déterminants 7 ;(i=1,2,...,p) et rp,
définis plus haut, qu’on a multipliés respectivement par
x®, x', x%, ..., xP; ce qui démontre le lemme.

Lemye 2. — On a identiquement
dpE nlz——p—1f+ Ym—p—18-
En effet, d), ne change pas si ’'on ajoute aux éléments
de sa premiére colonne les éléments correspondants des
colonnes suivantes respectivement multipliés par x?+!

ey

xpt2 .., 271, Cette premiére colonne devient ainsi

Cp o+ CptZ oot Cpm—g 21 gpf'—fpg
Cn—1,0+ Cpn—1 1% +...+ ClL—l,m—ixmki gn—1f‘-fn—1g
bo+byz+...+ by 2" ou bien ¢ o.f+xyg

box +bix22 ...+ ban+t o.f+uxlg
bogm—n—t + b,zm—1 / o.f+ gm—n-t g,

On voit alors que d,, est la somme des deux détermi-
nants obtenus en remplacant la premiére colonne de r,
d’abord par les premiers termes, ensuite par les seconds
termes des éléments bindmes qu’on vient d’écrire. Ces
déterminants contiennent en facteur, I'un f, 'autre g,
et I'on voit que les multiplicateurs de f et g sont les dé-
terminants désignés par la notation w,_p_s, Ym_p_13
ce qui démontre I'identité annoncée.

Lemme 3. — Les termes du plus haut degré dans
Up_p_q €L Vm_p_y SONL
b, rpyrxn—r-t ct — Qurp TMPL
a moins que p soit égal & n, auquel cas le premier

polynéme u_, est identiquement nul, et le second
Ym_n_y Se réduit a (b,)mn=+.

En eflet, supposons d’abord p < n: les éléments de la
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premiére colonne de u,_p_, sont des polynémes entiers
en x dont les indices vont en croissant et, par consé-
quent, dont les degrés vont en déeroissant, d’aprés la
définition de ces polynomes. Alors, en développant
Up_p_y par rapport aux éléments de sa premiére co-
lonne, comme les mineurs correspondants sont indépen-
dants de x, on obtient un polynéme entier, dont le
degré est celui de g, C’est-a-diren — p — 1, et le terme
du plus haut degré a pour coeflicient le produit de b,
cocflicient de x”~P~* dans g, par le mineur de u,_p_,
relatif a I'élément g,. Ce mineur est le déterminant
qu’on déduit de r, par la suppression de sa premiére
ligne ct de sa premiére colonne, c’est-a-dire 7p,.

Dans ¢,,_p,_, les éléments de la premicre colonne
sont : d’abord une suite de polynémes, dont le premicr
— fp est celui de degré le plus élevé, puis une suite d’é-
léments monomes, dout le dernier x” #=* ale degré le
plus élevé. Le degré de f), est m — p — 1, nombre supé-
rieur & m — n —1, puisque par hypothése on a p < n.
Le degré de vp,_p_y est doncm — p — 1, ct le coellicient
de a™m=r=! dans ce polynome est, comme on le voit im-
médiatement, — @, 7p,,.

Supposons maintenant p = n. Puisque g, est identi-
quement nul,la premiére colonne de w,_,_; (pour p = n)
a tous ses éléments nuls, et par suite le polynome wu_,
est identiquement nul. (Quant an déterminant v,,_p 4,
dans I'hypothése p = n, sa premiére colonne a pour
éléments x°, x', r2, ..., x™ "1 dont les coeflicients,
dans le déterminant développé, sont les mineurs relatifs
a la premiére colonne de 7,. Or on a évidemment

bn |

bpy b .
rp= | n-t Yn (m — n lignes),

O 2
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tous les éléments au-dessus de la diagonale principale
étant nuls, et, par suite,

Zo
x! b .

Ym—n—1 = " = 2o(bp )1 = (by)m—r-1.
gm—n—1_ bn

Lemve 4. — Lorsque f et g ont un plus grand

commun diviseur de degré p, le déterminant ry, est
différent de zéro.

La proposition est évidente pour p =n, attendu que
I'on a .
rp= (bn)m-n .
Supposons maintenant p inférieur a n. D’aprés la dé-
finition de 7, on a

Cp,p Cp,p+1 “oe .o .o e Cp,m—l
Cp+1,p Cpti,pt1  +++ =+ ee  eev Cpigm—1 a n—p lignes,
[ Cn—t,p Cn—1,p+1 v+ +o oo ees Cp—gim—1 ‘
27 by bpst e by '
bp-s by e b » m —n lignes,
Dpmanit covveenn cie e oo e by

formule valable pour toute valeur de p, en faisant la
convention que tous les éléments & affectés d’un indice
négatif ne sont pas autre chose que des zéros.

Ajoutons a la premiére colonne multipliée par x? les
suivantes multipliées respectivement par xP+, xP*2, ...,
x™ 1, On obtient de la sorte un nouveau déterminant
7 qui ¢st égal a r,x? ; par conséquent, si I’'on suppose 7,
nul, r est nul aussi, et ilya entre les éléments de chaque
colonne de 7 une méme relation linéaire et homogéne
dans laquelle les coeflicients ne sont pas tous nuls :
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nous allons écrire cette relation, en particulier, a
I'égard des éléments de la premiére colonne.

D’aprés la facon dont on déduit r de rp, on voit qu'un
élément quelconque cip, qui figure en 1éte de 'une des
1 — p premiéres lignes de r,, se trouve remplacé dans r
par I'élément polynome

Ci=cipxP+ Cipr1ZPH 4. .4 ¢ ™1
On peut écrire C; sous la forme

Ci=cio2®+crqxl+. ..
+ Cim1 XM — (o @0+ Cig X o i pog 2P
.

ou, d’aprés la définition de ¢; j et en appelant C; ,_ le
polynome de degré p — 1 au plus qui est placé entre
parentheéses,

(n Ci=gif — fi& — Ci,p-1.

D’autre part, tout élément b,_j situé en téte de I'une
des m — n derniéres lignes est remplacé dans r par

Br=bp 2P+ bp_prq 2P+ ..+ bpantk,
Or, si % désigne un entier inférieur a p, on a

By=2h(bp_pxr—"+...+ by2")
=zh[by+ b1z +...+ bpx,
—(bo+ b1z + ...+ bp_p_qxP—h1)]
=xpg— (b + by xh+l .. . +bp_p_ xP1),

ou, en désignant par B, ,_, le polynéme de degré p — 1
au plus qui est placé entre parenthéses,

(2) Br=zhg —Bpps.
Si / désigne un entier égal ou supérieur a p, on a

Bi=a2/(bp_1ar-'+. ..+ bpxt)=2/(by+ by +...+ b, 7n),
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puisque les coeflicients 4 affectés d’indices négatifs sont
nuls, et, par suite,
(3) Bi=zlg.

D’aprés les formules (2) et (3), on peut donc poser,
d’une facon générale, quc k soit inférieur, égal ou su-
périeur a p,

(4 Bi=zFg — By p-1.
en appelant By, , un polynome de degré p —1 an
plus, qui peut étre identiquement nul.

Il résulte alors des formules (1) et (4) quela relation
identique qui existe entre les éléments de la premiére
colonne de r peut s’écrire

i=n—1

k=m—n-1
N wisif—fig— Cip0)+ Y, Bulahg—Bipa)=o
k=0

i=p
ou bien
i=n—1 l:ll-—l k=m—n—
\f Y wsirs D TE
(5) - i=r k= fn-‘:t—l
= E a; Gy, yp-1+ v B/ka~u

\ .':0

les diverses valeurs des coeflicients o;, B n’étant pas
toutes nulles.

Puisque g; estun polynémeentier de degré n — (i+1),
le coeflicient de f'dans (5) est un polynome entier dont
le degré est au plus n—p —1.

Le coeflicient de g, dans (5), est la somme de¢ deux
termes dont le premier est un polynoéme entier de degré
m — p —1 au plus, puisque f; est un polynome cntier
de degré m — (i+1), et le second est un polynome en-
tier de degré m—n —1 au plus; par conséquent,
m— n—1 étant inférieur am—p —1, puisqu’on a,
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par hypothése, p < n, le coeflicient de g est un polynéme
entier de degré m — p — 1 au plus.

Enfin, les polynomes C; ,_4, By p_y étant chacun de
degré p —1 au plus, le seccond membre de (5) est un
polynéme entier de degré p — 1 au plus.

Cela posé, si le plus grand commun diviscur § de f
et g n'est pas de degré inférieur a p, il est de degré su-
péricur a p — 1. Or il divise le premicr membre de (5)
ct, par conséquent, aussi le sccond ; mais celui-ci est de
degré p — 1 au plus : il est donc identiquement nul.
Alors I'identité (5) se réduit a

t=n—1 i=n—1 k=m-~n—1
(6) f X msrg | — X afiv ¥ ek | =o,
i=p t=p k=0

les coefficients « ct 3 n’étant pas tous nuls.

Aucun des deux polynémes entiers, coefficients res-
pectifs de f ct de g dans (6), nc peut étre identique-
ment nul sans que lautre le soit aussi, en vertu de
Iidentité (6) cllc-méme, puisque ni fni g n’est éva-
nouissant. Or on a

1=n—1
2 ;8= %p(bpsr1-+ Opso® +. . .+ bpxn—r—1)
1=p
“+ Apt(Dpra—. ..+ Dpan—pr—2)

-+ ln—‘z(bn—l"‘ bnm)
== Gy bn.
Pour que ce polynéme soit identiquement nul, il faut
ct il suffit que I'on ait
1pbp+1 = Apag bp+2 s by g+ bp=o0,

1pbp+2+ %pq b[)+3+- v Apsby=o,

apbpi—+ Api by=o,

1pb,=o0.
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Comme b, est différent de zéro, la derniére de ces
équations exige que «, soit nul; I'avant-derniére donne
alors a4 = 0, et ainsi de suite, de proche en proche,
on voit que tous les « doivent étre nuls. Mais alors le
coellicient de g se réduit 2 S3;x%; or, on a vu qu’il §’é-
vanouit en méme temps que le coeflicient de f3 donc
tous les coeflicients $ sont nuls.

En résumé, si les deux polynomes, coefficients de f
et g dans (6), sont identiquement nuls, tous les coeffi-
cients o ct tous les coefficients § sont nuls, résultat en
contradiction avec P’existence, démontrée plus haut, de
I'identité (6) pour des valeurs des « et des 8 non toutes
nulles. Il en résulte, par conséquent, que les polynomes,
cocflicients de f'et g dans (6), ne sont ni I'un ni Pautre
identiquement nuls.

Alors, I’existence de Uidentité (6), dans les conditions
que 'on vient de préciser, montre qu’il y a deux poly-
nomes entiers u, v, non évanouissants, dont les degrés
respectifs sont au plus n—p —1 et m—p—1, qui sa-
tisfont a 'identité uf + vg = o. Par conséquent, d’apres
le théoréme fondamental rappelé au début de ce travail,
0 est au moins de degré p +1.

En somme, lorsque 7, est nul, si § n’est pas de degré
inférieur a p, il cst de degré supéricur et, par suite,
enfin, lorsque 0 est de degré p, on a

rp2o. €. Q. F. D.

11 suflit maintenant de remarquer que les théorémes
I, 11, 111, 1V de la premiére Partie résultent uniquement
du théoréme fondamental et des lemmes I, 1I, 1II, IV,
puis d’observer la parfaite analogie des lemmes 1, 2, 3, 4
de la seconde Partie avec ceux de la premiére, pour que
Pon puisse énoncer et admettre, sans nouvelle démon-
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stration, les théorémes suivants, correspondantaux quatre
théorémes de la premiére Partie.

Tatorime 1. — Pour que f et g aient un plus grand
commun diviseur de degré p,il faut et il suffit gue l'on
ait

Tp-14=Tp-12=...=I'pq,p1=Tp_1=0 et rpzo.

Tatorime 2. — Pour que f et g aient un plus grand
commun diviseur de degré p, il faut et il suffit que
Uon ait

=== =rp =0 et rpzo.

Tratorime 3. — Lorsque fet g ont un plus grand
commun diviseur de degré p, ce polyndme est, @ un
Sfacteur constantprés, d,,dont I'expression développée
est fournie par le lemme 1. Lorsque p est égal a n, le
plus grand commun diviseur est

d,= (bn)m—-n—i g.

Tutorime 4. — Les quotients respectifs de f et g
divisés par lewr plus grand commun diviseur dp sont

( 1 > 2 1 2
— ) Ym-ps — ) Un—p-
rp p 7p 14



