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KEIIARQliES SUR DIVERS ARTICLES, CONCERNANT LA THÉORIE
DES SÉRIES;

PAR M. E. GESARO.

1. M. Mathyas Lercli a signalé des séries qui se
prêtent à des considérations intéressantes. C'est spécia-
lement la série dont le terme général est

iin= cjn-'vx - (o < (j < i < x ),

que M. Lercli a fait connaître dans le Jornai de
Sciencias math e mal ic as e astronomicas, vol. \ J I , p. 79.
On a représenté par v Je nombre des chiffres de n. Le

nombre —— -> généralement égal à </, devient jcy lorsque

n — iov~ J . Il en résulte que, si Ton fait parcourir à n

la succession des puissances de 10, le rapport considéré

unit par surpasser toute limite. Cependaut la série est

convergente, car \/un tend vers q << 1. M. Lercli dit, en

outre, que x doit être inférieur à — • Curieux de savoir

le pourquoi de cette condition inutile, j'ai été conduit à
penser que M. Lerch, voulant se borner à faire con-
naître quelque exemple particulier de séries construites
avec une grande généralité, a involontairement échangé
entre elles les conditions relatives à deux cas parti-
culiers (liflérents. Soit f(n) une fonction telle que
f(n)—J\n — 1) augmente avec n au delà de toute
limite. Si S(/?) est la tolalité des nombres entiers, non
supérieurs à /z, qui jouissent d'une propriété O, appar-
tenant à une infinité de nombres entiers, la série dont
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le terme général est

un = q".vf[&n)] (o < q < i < x)

est certainement convergente, si — tend vers zéro,

bien que le rapport —— surpasse toute limite lorsque n

parcourt la succession des nombres entiers doués de la
propriété Ü. La série est encore convergente lorsque

-LA—iZLJ tend vers une limite finie autre que zéro-, mais,

dans ce cas, x ne peut être aussi grand qu'on le veut.
En particulier, la série, dont le terme général est

f o ,r < I

est convergente, bien que le rapport —— surpasse toute

limite lorsque n parcourt la succession des carrés par-
faits. C'est probablement cette série que M. Lereli avait
en vue, ou plutôt la série qui a pour terme général

Quoi qu'il en soit, il est certain que, si la propriété Q
cessait d'être injininient rare parmi les nombres entiers,
la série perdrait sa convergence.

2. J'ai donné dans le même Journal, \ol. \ II, p. i 72,
des exemples moins compliqués. Les voici :

a - h £ - 2 _ i _ a 3 _ l _ p * _ . . . ( o < a < p < i > .

M. A. Gutzmer dit que ces exemples sont moins re-
marquables que celui de M. Lereli. Cette appréciation
est inexacte. Voici pourquoi. Dans la série de M. Lereli,



les valeurs de n. qui font croître —— au delà de toute

limite, deviennent de plus en plus rares. Dans mes
exemples, comme dans d'autres séries de M. Lerch, il

est tout aussi probable de voir —— tendre vers l'infini
Un-l

que vers zéro. C'est justement sur cette observation que
M. Gutzmer s'appuie pour dire que la série de M. Lerch
est la plus remarquable de toutes. Or il me semble que
la convergence d'une série est dy autant plus surpre-
nante que les symptômes de divergence s y manifestent
plus fréquemment. On devrait plutôt s'attacher à mul-
tiplier ces symptômes autant que possible, en s'eiForcant
d'obtenir, malgré cela, une série convergente. Il est
certain qu'on peut construire des séries dans lesquelles

—— surpasse toute limite pour des valeurs de n, dont la

fréquence parmi les nombres entiers est aussi considé-
rable qu'on le veut. Il suffit de prendre la série

fjx -+- q\ -H . . . H- qr
v H- q\ + l - h q'i" '2 H- . . . - i - qV'-\- q\r*x - + - . . . ,

Ici la convergence est manifeste. Cependant, la probabi-

lité de voir —— surpasser toute limite est i : elle

est aussi voisine de l'unité qu'on le veut. Est-il pos-
sible de construire des séries convergentes dans les-

quelles les valeurs de n, qui ne font pas croître ——

à Vinfini, soient infiniment rares?

3. Dans le Jornai de Sciencias, vol. Mi l , p. 33,
M. Gutzmer a montré que les singularités de la série de
M. Lerch peuvent être enlevées par un groupement con-
venable des termes. Ce fait est vrai pour toutes les



séries convergentes. J'ai établi cela en faisant voir, par
des considérations analogues à celles dont on fait usage
pour démontrer le théorème de lliemann, comment on
doit s'y prendre >pour calquer, pour ainsi dire, une série
convergente sur une progression géométrique donnée.
Mais M. Ed. Weyr, dans le même Journal, vol. VIII,
p. 97, vient d'arriver au même résultat par des considé-
rations beaucoup plus simples que les miennes. Je vais
les reproduire en les modifiant quelque peu. Soit

S/
une série convergente a termes positifs. Le rapport re-
croît à l'infini avec /?, et, par suite, on peut toujours
assigner une valeur de n à partir de laquelle on ait con-
stamment r/S,, >>R/n q étant positif. Cela est encore
\rai, si l'on considère la série à partir de l'un quel-
conque de ses termes. Jl en résulte qu'on peut grouper
les ternies de la série u{ -+- 110-+- U\ -+- • • • -> en les laissant
dans l'ordre où ils se trouvent, de manière à former une
nouvelle série \>{ -f- v2-f- Cj-+-. . ., dont les termes satis-
font à l'inégalité qvn> v/l+i -+- t'«+2-h i ' /HTf. . . . On
voit que —— sera constamment inférieur au nombre

positif <7, arbitrairement petit. Plus généralement, ayant
pris des nombres quelconques, positifs et finis, la re-
marque de M. Weyr conduit à affirmer qu'il existe une
suite de nombre positifs qK^ (j2, q 5, . . . non supérieurs
aux nombres donnés, et tels que l'on puisse écrire

f 7 2 ) . . . (

Au moyen de cette égalité, nous pouvons faire en sorte
(jue Y ail urc de la série donnée se modèle, autant que
possible, sur celle d'une autre série.
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4. On a reproduit dans le même Journal, vol. VIII,

p. i l6, quelques-unes de mes précédentes remarques
[Nouvelles Annales, p. 5o^ 1880). A propos de Tune
d'elles, je signalerai une généralisation assez intéres-
sante. Si la fonction an croît sans cesse et indéfiniment,
on sait, d'après Caucliy, que l'on a

« 1 S t — {ao—a{ ) S 2 — . . . -+- ( on — < ? „ _ , ) S,j _

ou bien

d'où
, ct\ 1/1-+- aoUï-±-. . .-î- a,,
11 m —

D'autre paît, en vertu du môme théorème de Caudiv,

l , m ! _ - o
a „

car Jimz/W^= o. Donc

li in —-— o

Voici une curieuse conséquence de cette égalité. Si la

série 1 [-___[-... n'est pas moins divergente
c?! a2 cit L a

que la série harmonique, on peut substituer n au déno-
minateur an. Si l'on prend ensuite an un = zh i, on arrive
à cette conclusion : poui que la série

iV convergente, il faut t/ue les signes — s y présentent
aussi fj équemitient que les signes -+-. Cela généralise
une pioposition énoncée piéccdcmment ( Youvefles ^ifi-
nales, p. 57} 1S88).
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h. Il vient de paraître dans les Nouvelles Annales,

p. 19'), 1888, uu théorème de convergence que son au-
teur, M. J.-L.-W.-Y. Jensen, croit nouveau. On a l'ha-
bitude d'énoncer la première partie du théorème de
A ummer comme il suit : Soit an une fonction positive
de n. La série us -+- u2 -\~ u-i -+-. . . , à termes positifs, est

convergente si an <%n+i tend, pour n infini, vers
li n-\-1

une limite positive. Cet énoncé a le défaut d'être plus
restrictif que ne l'exige la démonstration-, car, dans
celle-ci, on commence par admettre l'existence d'une
limite positive \ pour an—— «/z+i dans le seul but

d'en conclure que cette expression finit par surpasser
tout nombre positif h inférieur à A. M. Jensen a donc
raison d'énoncer le théorème de Kummer comme il le
fait, mais on ne saurait accorder à son article des Nou-
velles 1 finales d'autre valeur que celle d'une utile re-
marque. Voici comment je démontre dans mon Cours,
depuis deux ans, le théorème eu question. L'inégalité

qui a lieu à partir d'une valeur de /z, montre d'abord que
la fonction positive anun finit par décroître. Donc anun

admet une limite linie, et, par suite, la série

! — CI2U2) -+- («2^2— «3 "3) ~ («3^3— «4 M* ) -H . . .

est convergente. La série donnée converge donc aussi,
puisque ses termes, multipliés par la constante A1, finis-
sent par être inférieurs aux termes correspondants d'une
série convergente à termes positifs. Quant à la seconde
partie du théorème, j'observe que, si l'expression consi-
dérée devient négative à partir d'une certaine valeur
de /̂ , la fonction anun croit au-dessus de quelque
nombre positif h. Il en résulte que la série donnée est
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divergente, puisque ses termes finissent par surpasser

les termes correspondants de la série — H 1—̂—I— - >
* «! a2 «3

qu'on suppose divergente.


