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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS GENERAL DE 1888.

Soient C la courbe lieu giométrique des sommets des
ngles de grandeur constante circonscrits & une ellipse
donnée E et D une droite également donnée :

1° Démontrer qu’il y atrois coniques tangentes a la
droite D et touchant en quatre points la courbe C.
Déterminer la nature de ces trois coniques.

20 Soient oy, %, %3, %, les points o la droite D ren-
contre la courbe C; par deux de ces points o, o., par
cxemple, on fait passer une série de cercles coupant
la courbe C en deux nouveaux points variables m, n/
et l’on demande de trouver la courbe enveloppe des
droites mm'.

3° On suppose la droite D tangente a lellipse E et,
par les points Oy %y %y, Oy, OlL CCLLE tangente rencontre
la courbe C, on méne a Uellipse des tangentes autres
que la tangente Dy trouver le liew décrit par les som-
mets du quadrilatére formé par ces quatre tangentes,
quand la droite D roule sur Ucllipse F.

On trouve sans difficulté, pour I'équation de la
courbe C,
. ) N - [ 02
(G) (224 y2— a2 — 02)2= A2 A )

a2 b?
—_—
tang?w

I'angle donné.

ou k2= a et b érant les axes de ellipse E, et o

On sait qu’unce courbe ayant pour équation
Bi= A,

ouw A ¢t B sont des polynomes entiers ¢n v ¢t 9. peut
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. cye ,
¢ure considérée comme Uenveloppe des courbes ayant
pour équation
22— 2B+ A =o,
ol % est un parameétre variable. La courbe C peut donc
¢tre considérée comme Uenveloppe des coniques

. N 22 2
(V) 12— on(22+ y2— a2— 02) + ﬂ(; T 1): o,
ce qui conduit, ¢n introduisant un paramétre arbitraire,
a écrire ainsi son ¢quation :
( (224 V22— a2 — b2 — L)?
c) N N R x? 2 \
() | =rR—nl(r2yr—ar—02)+ A2 -—-+‘y—,,——1 .
\ v PR
Sous cette forme, on voit que les coniques (V) sont tan-
gentes a la courbe C en leurs quatre points de ren-
coutre avee le cercle variable
2=y —a2— 02— =o0
concentrique a Vellipse E.
1° Soit
uzxr —+ V‘}’ =1
I'équation de la droite ). Formons I'équation du fais-
i
ceau des droites qui vont de Iorigine aux points de ren-
contre de la droite D avee 'une des coniques (V) :
(R 2@+ 02) — L2 (ua + ey )2

5 ) 9 \ 2 T_Z -},2 J—
( — o k(2 2y =k <a2+ﬁ>“0’

(1)

ct éerivons que ce faisceau est composé d’un rayon
double :
\ [ 224 2 a2+ b2) — A%}

[l )] (5 ) )

L’équation précédente détermine les valeurs de A pour
lesquelles la conique (V) correspondante est tangente a
la droite Dj or cette équation est du troisieme degré :
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elle fait donc connaitre trois coniques tangentes a cetie
droite et touchant en guatre points la courbe C.
La nature d’unc conique (V) dépendant du signe de

(&) (L),

Pexpression

’

on est conduit a substituer a %, dans I'équation (2), les

valeurs
A2 k2
— %, 0, -:“71 byl -+ =,
qui fournissent les résultats suivants :
+. I—aur— 0202, +, —. —.

Si la droite D coupe 'cllipse E en deux points réels,
Pexpression 1 — a?u2— b2v? est négative ; I'équation (2)
a trois racines réelles ct distinctes et les trois coniques
sont deux ellipses ct une hyperbole. Les deux ellipses
seront réelles si les valeurs de % correspondantes ren-
dent négative expression )

A2 h(a?+ b2)— 12,
et c’est ce qui résulte de ce qu’elles sont racines de 1'é-
quation (2) et rendent positives les deux expressions

(ﬂ(%—zll\)ﬁ'ﬂv‘l(g—gl) ct <g *‘27‘\)@; —2)).

Sila droite D) cst tangente & Vellipse E, I'expression
1—a*u*— b*y?* est nulle; 'équation (2) a une racine
nulle ct ses deux autres racines sont celles de I’équation

12
ja2et+4 402u— ———
2 ALy
Sl o N — A=
2 (U2 02) '

Cette équation ayant une racine négative, on en con-
clul que c’est Ja racine positive de ’équation (2), infé-

L2

rieurc a » qui est devenue nulle.

2a?
La droite D devenant extéricure a Uellipse E, Uexpres-
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sion 1— a?u?— b2y devient positive ct la racine nulle
de I'équation (2) devient négative. Les trois coniques
sont toujours deux ecllipses réelles et une hyperbole.

Enfin, si les deux racines négatives se rejoignent, puis
deviennent imaginaires, les ellipses correspondantes se
confondent, puis deviennent imaginaires. La troisiéme
conique est toujours une hyperbole.

2° Le premier membre de 'équation (1), lorsqu’on y
remplace X par une racine %’ del’équation (2), devient le
carré parfait d’'une certaine fonction linéaire o' + ¢’y ,
de sorte qu’on a identiquement

[N2a 2 ) (a2 02) — K2 Y (uax + o y)?

2 2
— oM (22 + y?) -1—/:"2<':—2 +%;) = (u'z+vy).

(3) )
Remplacons, dans I'équation (¢), le paramétre arbi-
trairc ) par ), puis, dans le second membre, substi-

tuons & — 2N(x2+4 y?) + k2 <£—§ + %:) sa valeur tirée
de cette identité, l’équatibn de la courbe C deviendra
oy | |
= (W +vyr—|Net+o2N(a2+02) — 2] [(uz +vy):—1].

Les points de rencontre de la droite D et de la
courbe C sont donc les points de rencontre de la droite D
et de la courbe

(22 +y2— a2 — 02— V)= (do +v'y),
yui se compose de deux cercles
(4) 24yt —at—0:— N — (' +v'y)=o,
(5) 22+ yr—al— 02— N+ (Wx +v'y)=o.

Un cercle quelconque passant par les points de ren-
contre ay ct a2, de la droite D et du premier cercle a
pour équation
2y —@?— 0 N — (v y)—p(ur+vy—1)=o,
. désignant un paramétre arbitraire.

Les points de rencontre de ce cercle evde Ja courbe (CY
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sont les points de rencontre de ce cercle et de la courbe
(wz+0'y)+ u(ur+oy —1)2
=(Wr+ v y)— [N+ a2d(a2+ 2) — k2] [(ux + v y)2—1],
ou, en développant,
p(uz 4+ vy —1)2+2p(ux + oy —1)(w'x +9o'y)
+ [N2 W(a2+ 02) — 2] [(uxr +voy)2—1] = o,
(ui se compose des deux droites
l(l‘-l—("}'——] = 0.
wWur oy —1)+op(uar +0'y)
+ [N+ ad(@24-02)— 2] (ux +vy +1)=o0.
La premiére est la droite D; la scconde est donc la
droite mm’, dont on a immédiatement ’enveloppe

(W + 90 y)—[ N2t 2)(a2+ b2) — 2] [(uz + vy ) —1] =0,

ou, cu égard a I'identité (3
9 o 9

2

(VY N2-od(x?+py2+a2— b‘l)—;—/:?(;zl-‘—2 -+ %; —1): o.
Cette enveloppe est donc celle des trois coniques (V)
tangentes a la courbe C et a la droite D qui correspond
a la racine ¥ choisie. Si, aux cercles (4) qui passent
par o, et o, on substitue les cercles (5) qui passent par
a3 et a;, ’enveloppe des nouvelles droites mm' est la
méme conique (V).

Les quatre points de rencontre oy, o, o3, o; de la
droite D et de la courbe C sont susceptibles de trois
groupements deux a deux, et ces trois groupements cor-
respondent aux trois racines de 'équation (2).

3° Supposons la droite D tangente a Pellipse E. Les
points x,, ds, %3, %; s'obtiendront en menant a Uellipse
deux tangentes paralléles inclinées dans un sens de
Iangle @ sur la droite D, et deux autres tangentes pa-
ralléles inclinées du méme angle en sens contraire. Le
quadrilatére formé par ces quatre tangentes scra un pa-
rallélogramme, et, de deux de ses sommets, on verra Iel-
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lipse sous un angle 20, des deux autres, sous I'angle
supplémentaire. L’équation du lieu cherché est donc
22 2
(P22 —a2— D2 )2 = /"2 <; -+ % —1),
ta2b?

onht= —————. Cu. B.
tangzaw



