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SUR UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE ET SUR LA QUESTION
POSEE AU CONCOURS DE 1881 POUR L'AGREGATION DES
SCIENGES MATHEMATIQUES ;

Par M. GENTY.

On donne un ellipsoide, et I’on considére les droites D
telles que, si par chacune d’elles on méne des plans
tangents & Uellipsoide, les normales aux points de
contact M et M’ soient situées dans un méme plan.

1° Démontrer que la droite D et la corde MM’ sont
rectangulaires.

2° Trouver le lieu des droites D qui passent par un
point donné A.

3° Ce lieuest un cone du second degré : trouver le
liew des positions du point A pour lesquelles ce cone
est de révolution.

4° Trouver l'enveloppe C des droites D qui sont con-
tenues dans un plan donné P et la surface S engendrée
par la courbe C, quand le plan P se déplace paralléle-
ment & un plan donné Q.

5° Trouver pour quelles directions du plan Q la
surfaceS est de révolution.

I.

1. Si les normales aux points M et M’ de l'ellipsoide
se rencontrent, il est évident que leur plan est normal
a la droite D, intersection des plans tangents en M
et M'; ladroite D et sa polaire MM’ par rapport a Iellip-
soide sont donc rectangulaires.

Réciproquement, si une corde MM’ de I'ellipsoide et
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sa polaire D sont rectangulaires, les normales aux points
M, M’ sont dans un méme plan; c’est le plan mené par
la droite MM’ perpendiculairement & la droite D.

Les droites D sont donc les droites de I'espace qui
sont normales a leurs polaires par rapport a ellipsoide,
ct leur ensemble constitue le complexe tétraédral parti-
culier & I'étude duquel le D* Th. Reye a consacré la
vingt ct uniéme lecon de sa Géométrie de position.

Avani de donner une théorie analytique de ce com-
plexe, nous devons rappeler quelques notions fonda-
mentales sur les coordonndes d’une droite.

2. Les équations d’une droite en coordonnées carté-
siennes rectangulaires étant ramenées a la forme

T—x ¥y —Y1 _ 55— 5
Tt L J1 e N

{ m n

on peut prendre pour coordonnées de la droite les six

quantités
l, m, n,

A=ny — msz. w=1z—nz, v = may — 1y,
entre lesquelles on a la relation identigue
IN+myu+nv=o;

l, m, n sont proportionnels aux cosinus des angles que
fait la droite avec les axes; %, i, v sont de méme pro-
portionnels aux angles que fait avec les axes le plan
mené par la droite et Porigine, et, si d estla distance de
I’origine a la droite, on a

A2 2 v2

I
a 2+~ m?2+ n?

Pour l=m =n=o0, on a unc droite située tout
entiére a U'infiniy A, » et v déterminent la direction de
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la normale aux plans paralléles qui contiennent cette
droite.

Pour A = . =v = 0, on a la droite passant par I'ori-
gine et faisant avec les axes des angles dont les cosinus
sont proportionnels a /, m et n respectivement.

Pour p=v=o0, % étant dillérent de o (ce qui
entraine /= 0), on a une droite située dans le plan
des zx.

Pour m =n= o, [ étant différent de zéro (ce qui
entraine A = o), on a une droite paralléle a ’axe des x.

Cela posé, voici quelques formules fort utiles et dont
la démonstration n’olire aucune difficulté.

3. Les coordonnées de la droite

T—=xy Yy —Y1 _ E—25

= b
L1— T2 Y1— Y2 Z1— &2

qui joint les deux points (xy, ¥y, 71 ), (T3, ¥2, 22), sont
=z — a,, m=y1—Ya, "= 51— B9,
)\2_}’231—}’152, = 3221 — 31Xy, V=22 Y1— X1 Yae
4. Les coordonnées du point d’intersection de la
droite (I, m,n; A, 1, v) et du plan
4z - By +ys+8=0
ont pour expression

e Br—yp =381
al +Bu—+yn
YA —av—aom
T alxBmayn
_ap—Bi—odn
T wlrBmHyn’
La droite est parall¢le au plan si 'on a

al--Bm-+yn=o:



(404 )
elle est située tout entiére dans le plan, si I'on a en

méme temps
By —yp—28¢ =o,

YA —av —3m =o,

ap — B —3dn

0.

Les quatre équations qui précédent ne représentent
d’ailleurs que deux conditions distinctes; on obtient en
effet la premiére en additionnant les trois autres multi-
pliées par o, B, y respectivement, et 'on obtient la
quatriéme en additionnant la deuxiéme et la troisieme
aprés les avoir multipliées respectivement par A et .

5. Le résultat qui précéde conduit immédiatement
aux équations ordinaires d’une droite donnée par ses
coordonnées lym,n;\, p, v,

Ces équations sont les suivantes :

Bv — vy — 8! YA —av —3dm
T al+pfmayn Y- al+3m—-—~n
l - m
ap— Br—2dn
T al 4+ Bm+yn
n -

%, B, v, ¢ ayant des valeurs absolument quelconques,
pourvu qu’on n’ait pas en méme temps o = =1y = 0.
6. Les coordonnées dela droite, intersection des deux
plans
ar + By -+v5+8=o,
azx-+-fy+ys+d=o,

ont pour expression

U= 3vy'—+f, m = ya'— ay’, n=a3 — B,

A =dx — ad’, @ = of'— B3, v = oy —d".

7. La distance d d’un point (23, ys, 7) a une droite
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(I, myn; A, v) est donnée par la formule

P (A —nyy+ mz)2+(p— L3y~ nay)2+ (v — mxs+ lys)?
{24+ m2+ n?

Les conditions pour que le point appartienne a la
droite sont donc

A= ny;— mz,, w=13,— nz,, v=mxy— ly,,
qui se réduisent a deux distinctes et qui résulteraient
aussi des formules du n° 3.

8. Les coordonnées de la perpendiculaire abaissée de
Vorigine sur la droite (/, m, n; X, 11,v) sont

pn—mv, vl—nk, Am—1Ip, o, o, o.

Le plan mené par la droite (4, my, 245 Aiy 4, v4),
parallélement 4 la droite (/y, ma, 725 2y pro, v2 ), a pour
équation

(1) (@, my, ng) = Pay,
en posant
z y 5
(z,my, ny)=1|1 my nql|,
ly my no
ct

P,s= L, As+ mpps—+ n,vs.

La plus courte distance des deux droites est la distance
au plan (1) du point (&, 7., 2.) de la seconde : on a
donc
Uy kg + mg g+ ngvy— (79, my, ny)

V(iming— myng )2+ (nyly— no by 2+ (lyma— lymy )2

d=

En vertu des formules du n° 6, le numérateur peut

d’ailleurs s’écrire
Py + Pyo.
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La condition qui exprime que les deux droites se
rencontrent est donc

Py + P =o,

et, si cette condition est vérifiée, on reconnait sans peine
que le plan des deux droites a pour équation

(z, my, ng) = Pyy=— Pyy;

que leur point de rencontre a pour coordonnées

P1Ve — P2V , vihe—valy , Iy o — As e,
P?i P?i 1)21 ’
enfin, que les coordonnées d’une droite quelconque
passant par leur point d’intersection et situées dans leur
plan sont

L+ KL, ma+kmy, n-—hkn, h+khy, p-+kpy, v+ kv

9. Les conditions pour que trois droites
(lh’nhnl:)\h l“l"i\ll)? (lz,mz, )7 (l37’n3) ~)

se rencontrent deux a deux sont, d’aprés ce qui pré-
cede,

{ Poz—+ P3e= o,
(1) 1 P31+ Pia=o,

P+ Pgl = 0.

Or le produit (L, my, n)><(hiy phayvi) esty, d’aprés
la régle de multiplication des déterminants, égal a

Py Py Pys o Py, Py
Pgr Poy Pys | = | Py o Pas |
P3; P Py Py; P o

il est donc nul en vertu des équations (1). Donc ces
équations entrainent l'une ou 'autre des conditions
(2) (Ui, ma, ng) = o.

(3 (Af. Ba.vz) = 0.
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Si 'équation (2) est satisfaite sans que I’équation (3)
le soit, les trois droites sont dans un méme plan normal
a la directrice qui fait avec les axes des angles dont les
cosinus sont proportionnels a

Pasdy = Py ha + Py ks
Pos g+ P3y o+ Pro s

Posvy + P3yve -+ Pravs.

Si, au contraire, la condition (3) est satisfaite, sans
que la condition (2) le soit, les trois droites forment un
triédre dont le sommet a pour coordonnées

Paoly= Piyly oy Uy

(L4, mo, ny)
Paymy— Piyms+ Pyymy
- il
( lly me, ns )

Piong = Pans— Pyyny
(lh Mg, 713)

51 enfin les conditions (2) et (3) sont satisfaites en
méme temps, les trois droites sont situées dans un méme
plan ct passent par un méme point, ce plan et ce point
élant déterminds comme au n° 8.

10. Nous signalerons enfin, sans les démontrer, deux
formules élégantes :

Trois droites (4, ...), (lyy ...), ({55 ...) qui ne
sont pas situées dans un méme plan déterminent un
parallélépipéde qu’on obtient en menant par chacune
de ces droites des plans paralléles aux deux autres.

Le volume de ce parallélépipéde a pour expression

I (Pos—+ P3a ) (P3y+ Py3)(Pra+ P?i).

V=
2 (ll;mb n3)2

Le centre de parallélépipede, c'est-a-dire le centre de
]’hyperbolol‘de déterminé par ces trois droites a pour
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coordonnées

(P3g— Pog){y (P13 —Pyy) b4 (Pyy— Ppa) 7y
2( lla msy, n3) '

1I.

11. Une équation homogéne de degré n par rapport
aux coordonnées de la droite

(1) F(l,m,n;\, p;,v) =0

représente un complexe d’ordre n.

On obtient I'équation du céne du complexe, c’est-
a-dire le lieu des droites du complexe qui passent par
un point donné (z,, ¥4, z,), en remplacant dans cette
équation [, m,n, \, 1, v respectivement par

Tr — Ty, }/-“’yh 5 — 31,

Yis—51)Y, Z51&x — T3, 1Yy —)1 7,
ce qui donne
F[-’Z’——.’L‘;,)’—)’1,5'—51,<}’1y~">,(zl,-’l'),(l't,_}’xl:0,

équation de degré n.
Si 'on porte 'origine au sommet du cone, cette équa-
tion devient simplement

F[Z‘, }'75»(}’75)7(517'1‘)) ('l'h .}’)] = 0.

Soit (z, y,z) un point quelconque d’une droite du
complexe faisant avec les axes des angles dont les cosi-
nus sont proportionnels a /,, m, et n,; I'équation (1)
pourra se mettre sous la forme

F(ly, myyny. nyy —mys, liz— nyz, mz — i y) =o.
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12. Cherchons la courbe du complexe située dans le
plan

(1) ax 4+ By +vys=1.

Soient [, m, n, %, u, v les coordonnées d’unc droite du
complexe située dans ce plan; nous aurons

[ =08y

Ty
m = ‘()\ — av,
n=ap—f};

en remplacant /, m et n par ces valeurs dans I'équation
du complexe, nous aurons

(2) F(Bv — -, yh —av, ap — BX, A, 1, v) = o,

et, sil’on regarde %, p et v comme des coordonnées car-
tésiennes, cette équation représente le cone réciproque
de celui qui a son sommet a l'origine et pour base la
courbe du complexe située dans le plan (1).

L’équation (2) érant d’ordre n, la courbe en question
cst de la n*me classe.

13. Cherchons enfin la courbe du complexe située
dans le plan

(1) ar + By +ys=o0,
qui passe par lorigine.

Soit (zy, 71, z,) le pole d’'une droite du complexe
située dans ce plan par rapport au cercle de rayon égal

a 'unité et ayant son centre a 'origine. La droite clle-
méme aura pour équations

XXy = YY1+~ 5851 =1,
axr -+ By +vz3=0

ct, par suite, pour coordonnées (6),

— G —_- — _n
=83 —yyi. m = yx;— %3y, n=ay — Bz
A = a, w =8 v =4.
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En portant ces valeurs dans I’équation du complexe
et supprimant les indices, il vient

F(BZ—‘{)’, ‘{1’—12,“)"—‘31‘»1, B7Y) = 0,

pour I’équation de la polaire réciproque de la courbe
cherchée.

111.
14. Revenons maintenant a la question da concours
d’agrégation.
Soit
r2 y2 =2
a7 E T aT!

Péquation de Vellipsoide donné,

T—xr _ Yy —¥V1 __ S %
! m. n

celles de 'une des droites D.

La polaire de cette droite par rapport a I'ellipsoide
est U'intersection du plan polaire du point (zy, yy, 2;)
et du plan diamétral conjugué de la droite D; elle a
donc pour équations

xrry vy 33
at bz 2
lxr my  ns
@ T O

elle fait donc avee les axes des angles dont les cosinus
sont proportionne]s a

a*(nyy--msy), b*lsy—nry), c(mx;— lyy),

oua 4, 4 etv, etla condition du probléme donne immé-
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dialement
(1) a?lh —b2mp —cnv =o,

équation d’un complexe du second ordre.

Celie équation ne change pas si I'on remplace a2, 2
et ¢* par ca®~+ p, ob’+ p et o2+ p respectivement,
o ¢t p étant deux nombres quelconques; nous dirons
donc que le complexe appartient a toutes les surfaces du
second ordre ayant pour équation

72 -2 52

(2) — =

AR
sar—+p eb2--5  gcte—

=T.

Cette équation représente I'ensemble de toutes les
surfaces du second ordre homothétiques et coaxiales a
Pellipsoide donné ou, ce qui est la méme chose, I'en-
semble des surfaces homofocales des ellipsoides homo-
thétiques et coaxiaux a 'ellipsoide donné.

L’équation (1) est satisfaite pour m =n = o (ce qui
entraine / = o ou A==0) et pour .. = v =0 (ce qui en-
traine A = o ou / = 0); donc toutes les droites passant
par Vorigine, toutes les paralléles aux axes principaux
de Dellipsoide, toutes les droites situées dans le plan
de Pinfini et enfin toutes celles situées dans 1'un des
plans principaux de l’ellipsoide font partie du com-
plexe.

Le complexe contient aussi toutes les normales aux
surfaces du second ordre représentées par I’équation (2).

En eflet, la normale au point (z4,,, 2,) de 'une de
ces surfaces a pour équalions

xr—a) _ Y--N _ s— 3

= == ¥ 2
Z1 J1 L
gat— o ab2—p sc2—p

v
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et ses coordonnées, qui ont pour expression

r
(=1 n

Y1 S1
) Nl = — B —_—
sat--p gb2—+p gci+ p

oy 15(b2—c?)
T (sb?+p)(ocr+p)’
_ osizy(c?—a?)
T (sct4p)(sat+p)’

1~

Y — oz, y1(a— b?)
T (sar+p)(obi+p)’

satisfont identiquement a I'équation (r).

Le complexe comprend par suite les axes de toutes
les quadriques représentées par I'équation (2), et aussi
les axes principaux de tous les cones circonscrits a ces
surfaces.

15. Si de équation du complexe
(1) a*lh —b2mp +c2nv=o
nous rctranchons 'identité

at(Ih +mp+nv)=o,
il vient
(b2 —a?)mp +(c2—a?)nv =o,

ou bien, xy,y, z, étant les coordonnées d'un point quel-
conque d’'une droite du complexe,

(2—a?) m(lsy—mux,) = (at—c?) n(mzy— Ly,),

ou enfin

Sy Xy
R _a*—c?
z 1 br—ar’
i m

Mais, si A, Bet C sont les points ou la droite consi-
dérée perce les plans coordonnés, le premier membre
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. . e . MC — MA ,
de la relation précédente équivaut a A —MB’ ¢St
a-dire a GA
AB

L’équation (1) exprime donc cette propriété fonda-
mentale du complexe, a savoir que toutes les droites qui
en font partie sont coupées dans le méme rapport par
les plans principaux des surfaces du second ordre aux-
quelles il appartient.

16. Le cone du complexe, qui a son sommet au point x,
a pour équation (n° 11)

m at(z — z)(ya1— sy1) -+~ b2y — y1) (21— 25y)

+cX (s —z)(xyi—x1y) =0,
ou bien, en supposant les axes transportés paralléelement
a eux-mémes au point (X, )y Z¢),

(2) (b2—c?)ryyz+(c2—a?) y1 32 +(a*>— b2) s,y =o.

Cette équation ne change pas quand on remplace 4,
yi et z, par kxy, ky, etkz, respectivement. En d’autres
termes, tous les cones du complexe qui ont leurs som-
mets sur un diamétre de DPellipsoide ont une conique
commune dans le plan al'infini. N

On obtient I'intersection du cone avecle plan des y=
en faisant x = o dans I’équation (1), ce qui donne

—a*(yz1—3y) + b2y — y1)sxy— (3 — 35) yzy; =0
ou bien
(62— c?) y2—(c2— a?) y15 —(a2— b2) 5, y = o,

équation indépendante de z,. Donc tous les cones du
complexe qui ont leurs sommets sur une droite paral-
lele 3 un axe principal de l'ellipsoide rencontrent le
plan principal normal suivant une méme hyperbole
équilatére.
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17. L’équation (2) du paragraphe précédent montre
qu’un codne du complexe ne peut seréduire a un systéme
de deux plans que sil’'une ou’autre des coordonnées x,
Y1y 2y est nulle, c’est-a-dire si le sommet du cone est
situé dans I'un ou l’autre des plans principaux de ellip-
soide.

D’un autre ¢61é, un cylindre quelconque du complexe
ayant pour équation (n° 11)

(2) a?l{ny—ms3)--02m(ls—nx)--ctn(mxr—ILIly)=o

s¢ décompose lui-méme en un systéme de deux plans, le
plan a4 Vinfini et celui qui est représenté par 1'équa-
tion (2).

On voit ainsi que la surface singuliére du complexe,
considérée comme le lieu des sommets des cones du
complexe qui se réduisent a un systéme de deux plans,
se compose de quatre plans, savoir les trois plans prin-
cipaux de Dellipsoide et le plan a I'infini.

18. Le cone du complexe qui a son sommet au point
(xyy ¥y 34 ), ayant pour équation

(b*—c)xy ys+(c*— a?) yy5z +(a?— b?) 2,3y = o,
]
est un cone de révolution pour
(b2—c2)2zx} =(c?—a?)* y} = (a?— b?) 5}
ou, en supprimant les indices,
(b2—c)zr=*F(c?—a?) y ===(a?— b?) s,

équations de quatre droites passant par origine ct symé-
triques deux a deux par rapport aux plans principaux
del’ellipsoide.

19. Soit

Il
s

(1) ar —By--~vz
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I’équation d’un plan quelconque. Le céne réciproque de
celui qui a son sommet a I'origine et pour base la courbe
du complexe située dans ce plan a pour équation

(n° 12)

@?z(Bs—yy)+ b2y (yz —azs)+cts(ay —fz)=o0
ou bien
(2)  (b*—c?)ays +(c?— a?) Bsw +(a2— b?) azy = o.

Ce cone contient les axes ct la normale au plan (1);
donc Ja courbe du complexe est une parabole tangente

aux intersections de son plan avec les plans principaux

de D'ellipsoide.

20. L’équation (2) du paragraphe précédent est indé-
pendante de G et, par suite, elle ne change pas quand le
plan (1) se meut paralléelement a lui-méme. Donc les
courbes du complexe situées dans des plans paralléles
sont sur un céne du second ordre dont le sommet est &
origine.

Ce cone, qui est le réciproque du cone (2), a pour
équation

Vibi— ct)ax +y/(ct— a?) By ——/(a*— b2) vz = o.
et il est de révolution sil’on a
a(b2—c?) == B(c?—a?) = y(ar— b2),

c'est-a-dire lorsque les plans des courbes du complexe
sont perpendiculaires a I'une ou l'autre des quatre
droites trouvées ci-dessus (n° 18).



