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SUR UNE GENERALISATION DE LA QUADRATRICE;
Par M. G. FOURET.

1. Les courbes dont 1l'équation polaire est de la
forme

) P:aw—x

sinw

sont intimement lides a la Quadratrice de Dino-
strate ('), qui correspond au cas particulier on a est nul.
Le mode de description mécanique de ces courbes, qui
résulte immédiatement de leur équation, est analogue
de toul point & cclui par lequel les géométres anciens
définissaient la quadratrice. Une analogie plus remar-
(uable encore réside dans ce fait que ces courbes peuvent
étre considérées comme les projections orthogonales

(1) Cette courbe est célébre a plus d’un titre : on sail notarnment
que les Anciens la faisaient servir a une prétenduc solution des
problémes de la quadrature du cercle et de la trisection de P’angle.
Il est trés présumable, et M. Paul Tannery a ajouté dans ces der-
niers temps (Bulletin des Sciences mathematiques, 2* série, 1. VII,
p- 278) un nouveau degré de probabilité a cette opinion, quec la
quadratrice est, parmi les courbes transcendantes, la plus anciennc-
ment connue.
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des sections planes d’une méme swrface de vis a filet
carré, arbitrairement choisie, sur un plan perpendicu-
laire & U'axe de cette surface.

Conformément 4 un théoréme bien connu di a Pappus,
on obticnt une quadratrice proprement dite, lorsque le
plan sécant passc par une des génératrices rectilignes de
la surface de vis.

La généralisation que je viens d'indiquer du théoreme
de Pappus avait déja été signalée par Chasles, dans une
note au bas de la page 32 deVApercu historique (2° édi-
tion), sauf une légére errcur consistant a assimiler la
courbe obtenue & une conchoide de la quadratrice ordi-
naire. Il m’a paru de quelqueintérét de rectifier I'énoncé
donné par I'illustre géométre et d’établir, par la dé-
moustration simple qui va suivre, le résultat exact.

2. La figure ¢étant rapportée a deux plans de projec-
tion, I'un, le plan horizontal, perpendiculaire a I’axe de
la surface de vis, ct contenant une génératrice parallele
au plan (P) dela section, l'autre vertical et perpendi-
culaire a ce plan (P),- cherchons I'équation polaire de
la projection horizontale de la courbe de section, en
prenant pour pole le pied O de Paxe de la surface, et
pour axe polaire la génératrice O & perpendiculaire a la
ligne de terre.

Soient ¢ I'angle du plan (P) avee le plan horizontal,
i le pas de la surface de vis, ct kla cote O'O” du point
(0,0”) d’intersection du plan (P)avec P'axe de la sur-
face. Imaginons un plan horizontal quelconque rencon-
trant 'axe au point (O, 0”); il coupe la surface de vis
suivant une géncratrice dont la projection horizontale
OG passe par le pied de Paxe, etle plan (P) suivant une
perpendiculaire au plan vertical sur laquelle on obtient
immédiatement un point (M, M’) dela courbe de section.
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TN
Posons OM =35 et MOxr =w.On a

)
r " " : ’ m i " h Ilw
O"M'=0"0"x< coti=(0"'0"— 0'0") cott = <Q—T—k> cott.
Mais, MN étant la perpendiculaire abaissée de M
sur Ox, on a d’autre part

O"M'= NM = psinw;
on en conclut

. hw .
psinw = — k) cotd,
2T
ou bien
(1 al "2
1 = -
: P Sinw >
en posant
hcott
(2) a = )
27
k
3) A= 2T e

On retrouve ainsi I'équation de la quadratrice gé-
néralisée, qui devient la quadratrice elle-méme, dans
I'hypothése on o, ¢’est-a-dire &, est nul, ce qui revient &
supposer que le plan passe par une génératrice de la
surface (*).

3. 1l est a remarquer qu’en coupant une surface de
vis a filet carré arbitrairement choisie par des plans de
position et d’inclinaison variables, on peut obtenir toutes
les courbes que donne 1'équation (1), quand on y fait
varier & volonté les paramétres a et a. Cela résulte de
ce que, pour une valeur donnée de %, on peut, en vertu

(*) Il est plus exact de dire que, dans ce cas, la courbe de section
se décompose en deux parties : la génératrice contenue dans le plan
sécant, et une courbe qui se projette suivant la quadratrice.
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des relations (2) et (3 ), choisir ¢ et k, de maniére a avoir
pour a et « telles valeurs que 'on veut.

On peut remarquer encore que les divers plans pas-
sant par une méme droite perpendiculaire a I'axe de la
surface de vis fournissent un systéme simplement infini
de courbes défini par I'équation (1), dans laquelle a
varie sceul, 2 restant constant. On obtient le systéeme
simplement infini répondant au cas ou = varie seul,
« restant constant, en coupant la surface de vis par une
série de plans paralléles.

4. On pourrait construire la tangente en un point
quelconque de la quadratrice généralisée, soit en s'ap-
puyant sur son mode de génération mécanique ct se
servant de la méthode de Roberval, soit en la faisant dé-
river, comme on vient de le voir, de la surface de vis a
fileL carré et appliquant les procédés de la Géométrie
descriptive. Mais on arrive a une construction plus
simple, de la maniére suivante.

Portons sur la partie positive de I’axe polaire Ox, un
segment OA = a, et supposons construite la courbe in-
verse de la courbe (1), en prenant le point O comme pdle
cta?® comme paramétre dela transformation. L’équation
de cette courbe inverse étant, par suite,

sinw

(4) Pl:am——u'

I'angle V, formé par la tangente en un point quel-
conque M, de cette derniére courbe ('), avec le rayon

(*) Cette courbe est la projection, sur un plan perpendiculaire a
T’axe, d’une surface de vis a filet carré, de la courbe d’ombre de
cette surface éclairée par des rayons convergents (Nouvelles An-
nales, 2° série, t. XIX, p. 33).
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vecteur qui y aboutit, est donné par la relation

asinw
tangV=L1 = —— = .
ei  acosw—p;
Or, P étant la projection de A sur OM,, on a

asinw = PA, acosw = OP, acosw — py = PM;

d’oul’on conclul que Vangle V est égal a 'angle A/Mﬁ’,
et par suite que la tangente en M, a la courbe (4) passe
par le point I symétrique de A par rapport a OM, (*).

Cela posé, l'inversion qui nous fait passer de la
courbe (4) & la courbe (1) transforme la tangente M, I en
une circonférence qui touche la courbe (1) au point M
inverse de My, et qui contient les points O et I, ce der-
nier point n’étant pas atteint par la transformation,
puisque I'on a

0]l =0A = a.

N
Mais I’angle OIM est inscrit dans un scgment capable
de P'angle formé par le rayon vecteur OM et la tangente
en M a la courbe (1) dirigée dans le sens ou croit I'angle

N N
polaire. D’ailleurs les angles OIM et OAM sont égaux,
étant symétriques par rapport a OM.

Par suite, la tangente & la quadratrice ordinaire ou
généralisée, en un point quelconque,ﬁlit, avec le rayon
vecteur qui y aboutit, un angle égal & celui sous lequel
ce rayon vecteur est vu d un certain point fixe.

(*) Cette construction a déja été obtenue précédemment, comme
cas particulier d’'un probléme plus général (loc. cit., p. 35).



