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GENERALISATION DE LA SERIE . DE LAGRANGE;
Par M. E. CESARO.

Dans le Jorral de Sciencias mathematicas, physicas
e naturaes (n° XXVIII, Lisboa, 1880), M. Teixeira
est parvenu a une formule cxtrémement remarquable,
permettant de développer, suivant les puissances crois-
sante de x, la fonction z, en supposant que l'on ait

s=M(y), y=a+xzo(y3+ x26:())+ 2393(y)+....

Nous allons rattacher cette question aux principes
précédemment exposés dans nos articles sur le Calcul
isobarique.

Posons

W=z (y)+xro(y)+x30,())*....

Cette fonction dépend de x et ) : nous désignerons
par ', ", u”, . .. ses dérivées successives, relatives i x.
Cela étant, observons que

dy , dudy dy du dy
—— = U+ 5= ——> —— =1+ —— =
dxr dy dz~ da dy da
d’ou
D _ w dv
de " da

A cause de
dz ds dy dv  dz dy

dr ~ dv dr’ da ~ dv da’
pu a aussi
1 s ,ds
—_— = -
¢ drx da
Cette relation sert de point de départ, dans la d¢-

monstration de M. Teixelra.
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Rappelons, d’autre part, la propriété fondamentale
de I'algorithme
v
)
Ups=§| % |-
e [ r.
’

Elle consiste dans I’égalité

(2) (64 =(P‘L‘l)Up+1,v““/u’bp.v—n

pY

ainsi que nous I'avons fait voir dans notre article sur
les dérivées des fonctions de fonctions.

La relation (2) est toujours vraie, pourvu que 1'on
convienne de prendre U,,=o, lorsque v n’est pas
compris entre 1 et p, inclusivement.

Cela posé, nous allons démontrer'importante formule
que voici :

vVop
R v drs N[ dv v fds
o p drr -d[v_! dat ‘(d—a L’"'v)l

v=1

Cette formule est vraie dans le cas de p == 15 car clle
se réduit, alors, a I'égalité (1). La formule (3) sera
donc établie si, en la supposant vraie pour la valeur p,
on démontre qu’elle subsiste pour la valeur p +1. Or,

{ /d=. N\ A4 [ds s /., L dU,,
‘ ‘ [’p,‘/) = <( ) Up‘\,"— :[(; (ll,,’\,—v— u (—,—-—-’),

dr \ da da \dr/ \ da

ou bien, en tenant compte de (1),

if{:'U\——({ d:l _‘(I:.[,
dx‘(da p,V) N ;l&(;l; n da " 7"’

ou enfin, en vértu de (2),

d /ds . ° ds
(TJ' \(l_(t L/l,‘f) ;([)—i—l)zz Up+11v

s -V U/}“/ 1

d [(ds 3 ds
da \ d: ! ""’) da
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La dérivation de (3) donne done vl

.t drtis _vi‘p Todv (ds
(p-+n! derrr [\,c dar=1 <da Up+1,v>J
v=1

v =

=p
i v oY /dz
*,—)+.2 [V‘! a;(a; UAV)]
oy’
V=

,1
1 1 dv-1 [ds
T p+1 2 [(»—- 1) dav-1 <3} U”"’”)]’
V=1t *

Les deux derniéres sommes s’entre-détruisent, a

Pexception du terme e
I _dl_’ dz . 1 dr (ds U
(p—+1)! davr Pe) = pa)! dar\da “PHI)

Up,p n'est autre chose, en cffet, que «'7. Donc, enfin,

v —p+1
1 dp+l;_ v I:_,_ dv—1 é ‘)]

(p+1)! derr! 7 ek vl da'=' \da Up
v=t
C’est ce qu'il s’agissait de trouver.
Maintenant la question du développement de z est
bien facile 4 résoudre par I'emploi de la formule de
Maclaurin. Remarquons d’abord que, pour x = o, ona

¥y =a, dctz =f'(a), u=rlo,.(a).

Conséquemment, la formule (3) devient

1) g(é.’,%t)=£(' :Zia\‘— l (“)Sl‘”(“”n

Tel est le coefficient de x?,-dans le développement

cherché.
Soit, par exemple,

s=/(F)) k= a~.—J'c?(.V),
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Dans ce cas, pour x =0 ! \

o, en général, ,

U,y=
PY " |oria), pourvsp.

La formule (4) donne donc

(gi-;_’;:) dap— [f (a)«l’(a)j

Puis, par le théoréme de Mac'laurm,

o) =f(a)+ 2 ,<P+”, o L (@) gt (a].

]

Clest la formule de Lagrange.

Voyons ce que devient la formule (4)dans d’autres
cas particulicrs. Soit a développer la fonction y, satis-
faisant a la relation

. y=a-=p(0)e(y)
ou
Yir)y=a; & +— arx®+a;r3+..

Dans ce cas
v

w=a30) Slo wl=4557(a),
,,
pourvu que I'on pose

v

Ap.v=S(“l)

’7
La formule (4) devient

1: (g:p> 2\ s -5 dcilvfn [ev(a)];.

Soit, par exemple

V= a-(eX—1)e’.
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On sait que
v

Y/ Av(or)

A\p,v: b —,‘) =

r P

’ ,’

Par conséquent

e3a

2RV 9 A2(oP 32 A8
<(l )-) = A(ol)et—- yA%(0 )e-_'a__ 32A%(or)
0

darr 1.2 1.2 3

Encore une application. Soit a chercher le développe-
ment dela fonction y, satisfaisant a la relation
y=a+xr¥(r-=-y).

Dans ce cas ) .
Yrnia)
(x)=x, ©(r)= ——0nnoyo
f\ ) LR /( ) _ l)' Y
et Pégalité (4) devient

v v
' L (dry T [ )
o _—'<d1") 3 ?_' 16¢"b[(/'—1)!J§'
I)

Les propriétés de Talgorithme W, étudié dans la
Note sur les dérivées des fonctions de fonctions, per-
mettent de donner, & 'égalité (3), la forme suivante :

Vv=p v
. I d]’)r _ Y qj("*”(a) )
(6) m(m);}a Crv N [_(r——F]J'
V-1 p+v—1

Soit, par exemple, 4 (x)= €%, de sorte que
Y =a-+xertr,

On sait que

v

Al ea wp—=v y

b | = —— €Y%,
(r—n! (p-—v)!

P

Par suite, la formule (6) devient

( dry’

<y | -1 1
(/J-[!) = Cpyea ol ™10, e2a 431 Cpre
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. - £
Telest,dansle développementdey, lecoelficientde 2 -
. . ! . -
On trouve ainsi -
3

r
y=a —— Ay - (et - el )'I'Z,_g‘(nt_n_ _i(,.’zt_L D'elu)_
>

(== (2020 27 e3¢ (et

PR
o

Dans tout ce qui précéde, on n’a pas tenu compte de
la convergence des séries qui résultent de I'application
de la formule de Maclaurin. On sait que Térablisse-
ment des conditions de convergence constitue un impor-
tant et délicat sujet d’études : il en est de méme de la
question de savoir quelle valeur de y doit étre consi-
dérée comme représentée par la série de Lagrange géné-
ralisée. )



