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THEORIE ELEMENTAIRE DES SERIES RECURRENTES:
Par M. Maurice D’OCAGNE,

Eléve Ingénicur des Ponts et Chaussées.

1. — Introduction.

. Le but du présent Mémoire est 'étude, par une
méthode élémentaire, des séries définies par la loi de

récurrence
Up=aUu 1+ 0U, g+...+1U,u_p,

ct les valeurs des termes initiaux U,, U,, ..., U,_,,
supposées d’ailleurs absolument quelconques.

Nous faisons voir que les valeurs des termes d’une
pareille série se déduisent des termes d’une autre série
que nous appelons fondamentale et qui s’obtient en
conservant la méme loi de récurrence, mais en adoptant
pour les termes initiaux les valeurs Uy=o0,U,=o, ...,
Upo=o0, Up_,=1.

Quant aux termes de cette série fondamentale, nous
les obtenons trés simplement par 'emploi d’un algo-
rithme, qui a fait I'objet d’'une de nos Notes dans les
Nouvelles Annales ('), et sur lequel nous avons pensé
qu’il scrait bon de donner de nouvean quelques expli-
cations succinctes; aussi le n® II du Mémoire cst-il
consacré a un résumé des propriétés de la fonction que
représente cet algorithme.

L’introduction de cet algorithme n’a pas pour but,
sauf dansle cas du deuxiéme degré, de calculer pratique-

(') 3¢ série, t. II, p. 230.
Aan. de Mathém.. 3¢ sévie, t. 1. ( Février 1884.) 5
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ment les termes de la série, mais de les mettre sous une
forme qui se préte facilement a établir certaines formules
relatives a ces termes, et a opérer certaines transforma-
tions algébriques auxquelles ils donnent licu.

Nous suivons, dans la rédaction de ce Mémoire, ’ordre
méme dans lequel nous sommes arrivé aux divers résul-
tats que nous énongons.

Nous n’avions d’abord traité la question que dans le
cas d’'une formule de récurrence a deux termes

U,l: (lUn_1 -+ bU,,_Q.

Aussi commencerons-nous par faire une étude spéciale
des séries de ce genre. La simplicité du probléme conduit,
dans ce cas, a des résullats intéressants qu’il n’est peut-
étre pas mauvais de signaler a part. Cette premiére étude
permet d’ailleurs de saisir plus facilement la méthode
employée dans le cas général.

Nous avons présenté notre travail a M. Désiré André
qui a, dans une Thése remarquable, traité la question
des séries récurrentes dans sa plus grande généralité.
La plupart de nos résultats ne sont probablement que
des réductions de ses formules trés générales ; il ne serait
pas toujours facile de s’en assurer. M. André a bien
voulu, cependant, nous engager a publier notre travail,
qui peut avoir quelque intérét, comme cas particulier,
ct qui, d’ailleurs, contient plusieurs formules nouvelles.

Les n XIHI, X1V et XV sont consacrés a des appli-

cations.

II. — Définition et propriéiés de [a,as ... ap]™.

2. Considérons le développement de la mi“™ puissance
du polynome a, 4 ax + ...+ a,: ce dévcloppement se



(67)

compose de termes de la forme
Katias. .. a;r R

oy 4 do 4. ..~ ap étant égal a m et K étant un coeffi-
cient dont on connait la loi. Dans ce développement,
remplacons tous les coefficients K par 'unité, et repré-
sentons la fonction de a,, a,, ..., a, ainsi obtenue a
I’aide de la notation

[aras...ap]'™.

3. Cette fonction jouit des propriétés cxprimées par
les égalités suivantes :

(D [ayas...ap)m=[asas...ap_ 1] + aplaja,. .. .ap]m-1,
(2) g [asas...apap ] —[ajasas. . .a,]'™
=(ap+1—ap)[aazas...apap ] 1,
[aray...ap.1ap]'™
(3) =laidy. .ap]™ - aplaias...ap_q]m 0

+allaia,.. Lay q|mm2 e aplaias...ap 4]0,

Il y alieu de remarquer que, comme pour la fonction
cxponentielle, la valeur de [a,a,...a,]", pour m = o,
sera prise égale a 1.

La démonstration de ces formules cst des plus aisées;
on établit la premiére en mettant a part tous les termes
contenant ap, puis évaluant les deux partiesainsi formées

dans [a,a;...a,]™; les deux autres formules s’en
déduisent immédiatement.

4. Nous avons aussi démontré, dans la Note citée plus
haut, que si ’on pose

f(z)=(x—ay)(x —as)...(xr —ap)
= P -+ Alfl‘l’_l4__ RPN Ap,_1.Z‘-{— A,,.

apP—1+m

(1) |ayay...a,]'m = T(ar)’
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le signe T s’étendant & toutes les quantités a4, as, ..., a,
supposées réclles et inégales.

5. Enfin, on trouve dans la méme Note, la formule

1 [aias...ap]® [aias...ap]m™) .
m - Z)’+ T‘—+---+ _‘Z‘M—m*—,—‘..,

multipliant les deux membres par f(x), on a dés lors,

en identifiant, la relation générale

(5) [aras...ap)™ + Ay[ajas...ap] =V +. ..

+Aplasas...ap)mP =o.

Cest cette formule qui va servir de point de départ a
notre étude.

II. — Calcul du terme u, de la série définie par la loi
de récurrence u,= au,_, -+ bu,_, avec les condi-
tions initiales ug = o, uy=1.

6. Remarquons d’abord que

Uy = au;+ buy, = a.
Cela dit, considérons I’équation
r:—axr —b=o.
Si a et 3 désignent les racines de cetle équation, on
b " -~
a, d’aprés la formule (5),
[1‘3](11)_ (l[dﬁ](” 1) — [)[‘13](”—2) =0

ou

[28]% = a[28]¢—1 + b8 | 2,

Les quantités [23]% suivent donc la méme loi de
récurrence que les quantités u, ; d’ailleurs

[2@](‘”: 1= Uy,

[23]V =2+ B =a = u,,
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par conséquent
(6) tp = [af]i»-1).

Nous avons ainsi trés simplement la valeur cherchée:
nous pouvons la transformer.

7. En eftet, d’apres la formule (2), nous avons

an — l@,n =(1-—~ﬁ)[a@](”‘“,

d’on
n__ (4n
(7) Up= [13](n—1) - 7’(1 — g .

8. Si, dans la formule (7 ), nous remplacons « et $ par
leurs valeurs en fonction de @ et b, et si nous développons,
nous arrivons, aprés des calculs dont le détail est tout a
fait dépourvu d’intérét, au résultat suivant :

2p désignant le plus grand nombre pair inféricur a
n, de telle fagon que

n=2p-+ 1, sinestimpair,
n=2p-+2, sinrestpair,

on a

(n—3)(n——-4)a

1.2

n—o
Up=ar=1+4 —— an-3b+ n=shi, .,
I

(8)
N (n—[p+l-])"‘(n_2p)an—(2p+1)bp_
1.2...p

C’est cette formule (') qu’il conviendrait d’appliquer,
dans la pratique, si « et 3 étaient incommensurables.

(') On trouve cette formule dans les Nouvelles Annales ( 2° série,
t. XX, p. 257), mais avec une démonstration légérement erronée.
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IV. — Somme des n premiers termes de la serie
précedente; limite de cette somme.

9. Nous ne tenons pas compte du terme uy, qui est
nul; la somme que nous voulons évaluer est

Sp=u~+ Us+...4+ up.
D’aprés la formule (6), on a
Sp=[aB |+ [2B]W~+.. 4 [aB]n-1:
or la formule (3) donne

[aB1] B0 = [aB |#=0 + [af =2 . . .+ [aB]©):
donc

(9) Sp = [aB1]n-D.

10. Nous pourrons donner i cette expression une
forme plus commode pourle calcul,sia et 3 sont différents
de 1, en posant

¢(2) =(z—1)(z —a)(z—3)

=(x —1)(2?— ax — D).
Par application de la formule (4), on a

an+1 Bn—H I
7 -+ -+ =
o'(=)

(”)) Sn=[1?ﬁl]("—”= I(ﬁ) (?r l)

-G,

11. Si « et B sont inférieurs a 'unité, la somme S,,
pour n croissant indéfiniment, a une limite que nous
représentons par S, et nous aurons

I I

(rn) S:r’(ll:l—((l—.Lb_)'
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V.— Calcul du terme U, de la série définie par la loi
de récurrence U,=aU,_,+bU,_,, Uy et U, étant
absolument quelconques.

12. Nous appellerons série fondamentale de cette
série celle qu’on obtient en conservant les mémes valeurs
de a et de b, ct en prenant Uy=0, U,=1, et nous la
représenterons par wo== 0, Uy = I, Uz, +vy Upy - ...

Posons, d’'une maniére générale, pour toute valeurde n,

Un -_— U1 Up = V,L.
On a
Vo= aVp g+ bvu- 2.
D’ailleurs, par définition,
\’o = U()— U‘ Uy = UU,
V|: U,—~U,u,:0,
et, par conséquent,
ng aV, -+ bVo = on
Ecrivons alors les égalités qui lient les quantités V,
en les divisant par 5 U,,

"IL Vll*-i Vll—ﬂ

50, “sU, " %3uU,’

Comme nous avons

—_— == 0 =
by, ”
V,
—_— = =Uu
b Ul) 1y
nous en déduisons
Vo u
b0, v
Par suite,

(12) Up=Ujup+ Vy=Usup+ bUuy. 4.

»
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Nous avons ainsi I'expression d’un terme quelconque
de la série en fonction des termes de la série fonda-
mentale.

13. Transformonscetteexpression al’aide de la formule
(6); cela nous donne
(13) U,= Uy[aB]n-V 4+ bUy| 28 |2,
2 et 3 étant toujours les racines de I’équation
r*—aw—b=o,
ou, en tenant compte de la formule (2),

_ Us(a2—Bn) + b Uy (an 1 — Bty

(%) Ua -

14. Prenons pour termes initiaux deux termes consé-
cutifs de la série fondamentale u,_, ct up, de facon que
UO = Up-1,
U1 = Up,
U,= Un+p—1-

L’application de la formule (12) donne

(15) Upyp— = UpUp-—+ bllpAi Up—1-

15. Faisons maintenant, dansla formule (15), n = p;
nous avons

) — 2 2
(l()) u2p+1—up+ bupd.

En particulier, si b =1,

— 2 2
Ugprr = WD+ UZ_,.
Donc, dans unc série récurrcnte définie par

Up= AUp—) + Up- 9,
Uy = 0,

wy =1,
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la somme des carrés de deux termes consécutifs est égale
au terme dont 'indice est la somme des indices des deux
termes considérés.

VI. — Somme des n premiers termes de la série
précédente; limite de cette somme.

16. Nous laissons le terme U,; la somme que nous
voulons évaluer est

S,=U;+Ug+...+U,.
Mous avons

U, = Uy[28]2D 4 b Uy[aB |n-2),

Us = Uy [2 ]9+ 5 Us[4B1,
U, = U, [28]9.
Donc
Sp="Us([2B ]V +. . .4 [aB]¥+ [af )
“+ b Uo([2B)\n=2) ., . [aB]@)
ou

(17) Sn=U;[281]%—1 4 5 U, [2B1]n-2),

17. Posons, comme nous avons fait précédemment,
o(x) =(x —1)(x2—ax —b).
Nous aurons, en supposant a et 3 différents de 1,

Sn: Ui [

gn+1 .3n+1 1
OO 9’7)]

+bU0[ pr

(18)
e LN
o' (a)  9'(B) so’(r)]

18. Si « et B sont inféricurs a I'unité, et si S désigne
la limite de S,, pour n croissant indéfiniment, nous

avons
U;+ 60U,
S= —_——
2'(1)



ou

U1+on

(19 =T arb

19. La comparaison des formules (11) et (19) conduit
a une remarque assez curieuse : si U, + bU, est égal a
1, la limite de la somme de la série est la méme que
celle de sa série fondamentale.

VII. — dpplication aux séries définies par
Xp=a(Xp—y — Xp—2)+c,
et les valeurs initiales X, et X,.
20. Cherchons la valeur de X, en fonction de X,, X,

acetc.
A cet effet, considérons la série donnée par la loi

Zp= a(zn—l_‘ -'l‘n—z),
avec les conditions initiales xy= 0, xy=1, et posons

Xp,—axp—c=Y,.
Nous avons

Xp—axp—c= a(xn—l—' Xn—z)—' a(Tp—y — Tn—3)
= a(xn—-i — ‘z'n—l) —_ a(xn—z_ Zp—-2)
= a(xn—i — Tp—1— C) - a(xn-—z‘—‘ Tp—9—C)
ou
Y,= a(Ynfl - Yn—ﬁ)'

La série fondamentale de la série définie par cette
relation est la série des quantités x,. Nous avons donc,
d’aprés la formule (12),

Yo.=Yizn—aYezp
ou

Xp—xp—c=(Xj—r1—c)r,— a(Xo-—.z'o——c)z',,_,;
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d’ou, puisque xy =oeLx,=1,
(20) Xp=(Xi—c)rp—a(Xy—c)xp_+c,
ou, si a et 3 sont les racines de 1'équation
x2—azx + a =o,
Xp=(Xy—c)[aB]V—a(Xy—c)[28]"2 +c.
Sia=1 et X,= X,=c¢ + 1, la formule (20) devient

Xp= &pr1+ C.

VIII. — Application au calcul des réduites
de la fraction continue

21. Considérons la série récurrente définie par
Up = QUp—1—+ Up—9,
avec iy =0, uy=1.

En désignant par
. __Pn

sa= L2
n an
la ni‘me réduite de la fraction continue donnée, on a
Pn= APn—1 -+ Pn—2,
gn= aqn—4 + Gn-2.
D’ailleurs, en prenant, comme c’est I'habitude, la

Lo
9o

, . « o e a . T
réduite initiale fictive srona

Po=1, {Ggo=0,
Pr=a, qy=1I.
Comparant a la série définie ci-dessus, on voit que

Pn= Un+1,

qn= Up,
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donc
Unt |
Un

3]

n

22. D’aprés la formule (7), en appelant 2 et § les
racines d# I’équation

on aura
an+1— lff,n+l

(21) Sn = an— @n ’

dont la limite, pour n croissant indéfiniment, est bien «,
valeur de la fraction continue.

IX. — Calcul du terme u, de la série définie par la
loi de récurrence up=auw,_y +buy_s+...+lu,_p,
avec les conditions initiales uy=o0, u,=o, ...,
Up_a==0, Up_y=1.

23. Considérons I’équation

P — axP~t — bxP%2— ... — l=o0.

D’apreés la formule (5), nous avons, en appelant a,,
@2y ... %p les racines de cette équation,

[@ras...ap] — afagag...ap]im—1 — ..

—_ l[al Ay . . . 1PJ(m#p): o
ou
[11 Ao v e dp](”l) = a[1112 . ap](m—h_l_ .
+ [y 2p]in—p),
De plus, on a )

(212000 2p]0 = 1= up_y,
[a12e.. . 2p ]V =alajas...2p]'V = aup—y = up,
[220...2,]0 = a[ay2g...2p ]V + B[22y ... 2, ]@
. : =aup+ bup_y= up.y.
et ainsi de suite.



On voit donc que

[11 Ay oo 1/)]("” = Um+p—1;
done

(22) Uy =212 ... 2p =P+,
2%. Si toutes les racines o, o5, ..., o, sont réelles
2%. Si toutes 1 s Oay p sont réell
ct inégales, et si l’'on pose
o) =axP—arrt—...— 1

on a, d’aprés la formule (4),

a’l a"/ a”/
(23) Up = ,l -+ ,l “+ .. 4 ,p .
o (2)  ¢(22) o'(2p)
X. — Somme d’un nombre fini de termes de la série

précédente; limite de cette somme.

235. Nous n’avons pas a tenir compte des termes u,,
Wiy Uz, .v.y Up_g, qui sont nuls. La somme que nous
voulons évaluer est

Sp=uUpg+Up—+ ...+ Up,
ou
Sn=[21%...2p] 0+ [oag2y...ap]W+...
+ [y 2y, .. ap Jinmprt),

L’application de la formule (3) donne
(214) Sn:[1112...2p1]”*f‘+1,
26. Sil'on pose

Y(z) =¢(z) (2 —1),

la formule (4) permet d’écrire, en supposant a, 2,, .
2, différents de 1,

n+1 ni1 n+q
af 2] 2 1

S, = T
V() T V() Viz) T
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Dés lors, si 2y, %, ..., 2, sont inférieurs a I'unité, S,
a, pour n croissant indéfiniment, une limite donnée par

ou

(23) Szl—\a+b+...+l)'

XI. — Calcul du terme U, de la série définie par la loi
de récurrence U,=— aU,_,+bU,_s+...+ {U,_p,
U,y Uy, ...y Up_y étant absolument quelconques.

27. Représentons la série fondamentale de la série
donnée par

Up=QUn_y+ bUp_ s+ ...+ lUp_p,

Uy = O,
uy = o,
Up =0,
Up—1 =1,

ct posons, par analogie avec ce qui a été fait au n° 12,
(1) U, — )\Up-l Upt+p—2— (LUp—2 Un+p—3—— oo — U u, = Vo,

A, iy .o, B étant des coefficients actuellement indéter-
minés.
Nous aurons

(p) R Vo= UO-)\UP—1RP—2:U07

et nous déterminerons les coefficients %, u. ..., §, au
nombre de p — 1, par les conditions

Vi=U,— AUy qupy=o.
Vo= Ug— AUp_ytp— nUp sttp_ = 0.

Vo 1=Up 4= 2Upqugp a—... — 80U up = o.
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D’ailleurs, ce ne sont pas précisément les quantités
Ay @, .., 0 dont nous avons besoin, mais bien les quan-
tités AU, _y, AUp_g, ..., 80U, 5 ce sont donc celles-ci que
nous prendrons pour inconnues. Dans ces conditions,
up_, étant égal a 1, le déterminant de ce systéme d’é-
quations se réduit lui-méme a 1.

Dés lors, nous pourrons tirer de ce systeme d’équa-
tions linéaires les valeurs de AU,_,, uU,_,, ..., 8U,,
et nous les porterons dans la valeur () de V,. Si nous
remarquons d’ailleurs que

() Vei=aVu y+bVp o+ ...+ 1V, p,
nous aurons
Veo=aVp 1+ 0V, o+ ...+ IVy=1V,,

’ \
ou, d’aprés (3), ) ]
V= U,
Ecrivons alors I'égalité (v), en divisant ses deux
membres par [U,,

Vﬂ — ‘7"Al
0, = a 70, + b

VILAZ
iU,

Vu~p
+ ..+ l‘ﬁv-

Comme on a, d’ailleurs,

{U, ”
V2 =0=Uu
— =0 = U
10, ’
A\
p—1
=0 == U, .9
P -2
IUO
\7
14
—_— =] =y g,
IUO p--1)
on voit qllC
v
—I;"—~Un 1
Lo

et
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Par suite, la formule (o) donne

(26) Un=2AUp_1Unipo+ pUp_sllpipg=+...
+ 060U u,+ {Ugu,—y,
Ay @y ..., 0 ayant les valeurs qui ont été déterminées
précédemment. Telle est la généralisation de la for-
mule (12).

Nous pourrons donc, en posant

AUpoy=XN, pUpe=w, ..., BU;=0,

énoncer le théoréme suivant :

Tatorime. — Un terme quelconque U, est une fonc-
tion linéaire et homogeéne de p termes consccutifs de
la série fondamentale, pris & partir de u,_,, y compris
ce terme

Up=Nutpsps2+ Wtprp-z+ ...+ 0 u,+ IUgup_y,

fonction dont les p — 1 coefficients W, u', ..., ¥ sont
déterminés par le systéme d'équations que l'on obtient
en faisant successivement dans la formule précédente
n=1,2,3,...,p—1.

28. Si nous appelons toujours a, o, ..., %, les ra-
cines de I’équation
9o(z)=2P —azxPt—...—l=o,
la formule (22) nous permet d’écrire

Up,=AUp_y[2g29...2p]0n0
(27) + pUpa[21%. ap [P+
+ lUg (229 ... ap]n—P.

29. Sil'on prend pour termes initiaux p termes con-
sécutifs de la série fondamentale, de facon que

Up=tm 1« Uy=uwpm, . L p-2= Um+p-3. Upfl = Um+p-2



(81)
et
U, = tn+m—1»

on a

Unim—1 = A Um+p—2Un+p—2—+ PUm+p-3Un+p-3—+ ...
+ 0wyl Uy )

qu’il est plus rationnel d’écrire, en augmentant m et n
d’une unité,

N
( 8) Upi+m+1 = Alppyp—y Up+p—1+ - ..
2

+ QU Upry + Lup g,

SiV'on fait m ==n, on a

(29) Uanay=Audip y+ Wi p g+ ...+ 0w+ lul.

XH. — Somme des n premiers termes de la série
précédente ; limite de cette somme.

30. Nous laissons de coté le terme U, ; la somme que
nous voulons évaluer est

S,=U;+ Usg~+...+=U,.
Or, nous avons, d’aprés la formule (27),

U,=2U [ 2220025 00— nUpogfay 2. ooy 024,
+ LU [y 2y .. ap P,
Up=2Up y[a12s..c0p )P nUpgfagas...a,)r=—2+
+ {Ug[a %2 .. 2p]0,

Donc

S,= ‘I\Upﬁl([ui P 2[)](”'”'-}- o+ [11 ... 1’,](0))
+ pUpa([yaz. . oap ]2 4 o[22y .. wp, ]©)

+ LU ([ 2. 2p) P o [ty 2y . 2, ] O)),

Ann. de Mathémat., 3¢ serie, t. 1ll. (Février 1884.) 6
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ou, d’aprés la formule (3),
( Su=rUpq[yay. . apr]nt
(30) +uUpg|ayoy . capr]e=2
A ETE 2 P § (a2
I
o1 o
31. Si nous posons encore’
Y(z)=9(z)(r—1)

la formule (4) nous permetira d’écrire, 2y, %a, ..., o
étant supposés diftérents de 1,

P

/ R ot/H—n—l 1an 1 1
S, =AU, , | *+—+. . .+
" P W (ay) Y(zp) V(1)
c L, pyn- 2 P+ 2 T
“[I-U;J) /_"__,‘ - _1!)— I
(31) ¢ P () Yizp) VO
E e
LT o’ ) L3 [
T 0 T T e e — 2 |,
\ R Yiixp) YO

et, si ay, oy, ..., 2psont inférieurs a V'unité, S,, pour n
croissant indéfiniment, aura une limite S qui sera don-
néce par

R R A e AN AL

S ;
DiT)

ou
MUp 4 wUp g oo o 0U, 4 1T,
i—(a+b+...+ 1) h

|

|

(32) S

Si donc
Wlpg+nlUpa—...=0U;+~1Uy=1,

la série aura méme somme (ue sa série fondamentale.

ArpLicATIONS.

XI. — Cas particulier de la série définie par

o

. . (p—T1)
U,=pU, l#L_LI‘j"‘ U,

441_)’(!:_:)([)—2){

— T L T

Uy=o0. Ui=0. .... Ups=0. U, =1
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32. Dans ce cas, I'équation résolvante est

p(p—l\x

axP— prp—t4
L 1.2

P 2— .. .k1=o0

ou
(r —1)P=o.

On a done, d’apres la formule (22) (1X, 23),

Un: l]’ Iy vuey Il(nfp-H‘.

Mais, si nous nous reportons a la définition donnée
(11, 2), nous voyons que [1, 1, ..., 1]#"P n’est autre
que le nombre des termes du développement de

; o (A== ay=~...-=ap)m P+l
c’est-a-dire

(n—p—oyn-—p-—-3)...(n—u)n
Lo (p-=2)Y(p—1) )

ou
o,
(‘H .

done
I n = (‘,’—l-

‘n

v

33. Appliquons maintenant la formule (24) (X, 23)
elle nous donne

3

Upog+=Upa-oo = U, =1, 1 . oonx)n prty

les 1 étant cette fois en nombre (p 4 1) dans la paren-
thése; nous aurons, par une remarque analogue a la
précédente,

[11.. . 1n|te=p=D = CF,
ce qui nous conduit an résultat bien conuu

COTlae Cf Vo = G0 =

Nous avons ainsi une verification de nos formules.
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XIN. — Séries définies par la formule
Up=a,Up 4+ U, s+...+a,-sUy+ a,, U,

et par la valeur de Uy; ao. ay,y ..., a,_, étant les
termes successifs d une progression soit géométrique,
soit arithmétique.

On voit que ces séries ne sout pas du genre de celles
que nous avons envisagées jusqu’ici, puisque, mainte-
nant, le nombre des termes de la formule de récurrence

augmente d'un terme a Pautre de la série.

34. Supposons d’abord que ag, @y, ..., @,,. .. soient
les termes successifs d’une progression géométrique de
raison /B de telle sorte que

a, = ayq".
Dans ce cas, la recherche du terme U, ne présente au-
cune difficulté. En effet, on a
Upay=ayU, s+, Uy 3+ ... —a, sUj+a, »U,,
U, =aUpy+a,U, 5—...—a, ;Uy+a, U +~a, U,
Multiplions les deux membres de la premiére de ces
formules par ¢ et retranchons-la de la seconde; nous

avons
U,— (qu 1= o Uy
ou
Uy=(ay+q)U, 4.
Les termes de la série sont done les termes successifs
d’une progression géométrique de raison a,+ ¢ et de
premicr terme U, par suite

(33) Uy = (ag—q =10,
La somme d’un nombre fini de termes sera

P —(a,- q)\)"

5,,:‘.[, °
L —(dy+ )
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et, si ao + ¢ est inférieur a I'unité, cette somme, pour

n croissant indéliniment, aura une limite

< U, a, U

Tl (ac+q) 1—(a+q)

La formule (33) conduit a cette remarque curicuse,
que, dans une série définie par

U,=ayUp 1+ ayqUua+...+ayq"2U + ayq1U,,
tous les termes sont égaux, sauf Uy, si @y + ¢ =1.

35. Supposons maintenant que a@g, @y, ...y Uy, ..
soient les termes successifs d’'une progression arithmé-
tique de raison r, de telle sorte que

a, = aqy-—nr.

La recherche du terme U, est alors un peu plus dif-
ficile. Nous avons

Up=ayU, 1+« U, s+ ... +a,2 U+ a,1 Uy,
Upi=aUps+ayUp g+ ... 4+ a,-2 U,.

Aux deux membres de cette derniére égalité, ajou-

tons
rSye=rU, o+rU,s+...+rU+rU,

nous aurons
Upa+rSpe=aUp s+ ay U, 5+ ...+ a2 Uy + ap U

Retranchons cette égalité membre & membre de la pre-
miére, cela nous donne

U,— Uy —r8Spn=a,l,,
ou

Up=(ay+1)U, 1+ rS,-s.

On aurait de méme

Ui =(ag+1)Upa+ 13,3,
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Retranchant la seconde de ces égalités de la premiere,
et remarquant que S, _, —8, 3 = U,_,, nous avons

U,—Upy= (ay—1) Uy — (ay—+ ]) Ujpeo+r Ups
ou

(31) U,=(ay-~2)U,—y—(ay+1—7r)Uyu;

comme, dailleurs, on a Uy et que U, = «,U,, on re-
tombe sur le cas étudié au § V, et Pon sait, par suite,
aleuler U,.

Représentant par la lettre « les termes de la séiic
fondamentale correspondante, on a, d’aprés la for-
mule (22) (V, 12),

(35) Un=ayUyrp— (ay~1—r)Usu, .
et on sait obtenir u, ct u,_, en fonction soit des ra-
cines, soit des coeflicients de I'équation
22— (y- -2 0+ (ay-=-1—1r)=0
par P'une des formules (6), (7) ou (8) (111).
36. Supposons que
PE 1
Ay = —1,.
7, élant positif et plus petit que 1, et que
r=1—1I.
v .
< étant plus petit que 1 et plus grand que 7. Dans ce
cas, l'équation a ses deux racines réelles et inégales, car
B2— (AC =y — jr=12+{—]%,
qui est positif. Dailleurs, la somme des racines
Ag— 2 =9 — 1,
esl comprisc culre o et 2 leur produit
v

ay—t—r=7—r1

est compris entre o et 15 ces deux racines sont donc
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clles-mémes comprises entre o et 1. La série est, par
suite, convergente, ct elle a une somme donnée, d’apres
la formule (19) (VI, 18), par
a, Uy — (ay+1—1r)U, —_(1—1;)00_ LU,

SZ = — .
I —(@y—+2) —(ay+1—r) —r 1—Z

Il est trés remarquable que cette somme est indépen-
dante de la valeur de a,.

XV. — Séries définies par la formule
Up=aUy,1+b0Uu s+ ... —lU,_p-~m

i
» o

et les valeurs des termes initiaux U,, U, ....

37. Traitons d’abord le cas o tous les termes ini-
tiaux Uy, Uy, ..., Uy sont nuls.

U -
Posant -2 = U’ , nous avons
m " :

o ' i -
U,,::aU,,,——b n 2—-...—|‘1l_),,_,,—s—l.

Si Ton pose aussi U, — U,

1 = Vn_1,0n a, en retran-

chant'une de I'autre les formules qui donnent les valeurs
de U, , et U,

n’

Voci=aVp o— 0V, 5. = IVIL—/)-—i .
d’ailleurs
Vo=o0, Vi=o0, ..., Vpe=o0. Vo y4=1:
donc, d’aprés la formule (24) (X, 25},
Voor+=VNp— o=V =[aa. . apr] e,
Or
N § In = Vp—l - \—p‘ - oo —Va_1;
par suite,
Uy =lmay...apt]r,
%)y Ay . - %p Clant les racines de Péquation

rp—qar~t— .- [ =o.
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La valeur de U, sera, par conséquent,

(36) Up=m[ay2s ... ap1]e=p),

38. Nous pourrons faire la remarque suivante : pre-
nons la série définic par

U,=(a+1)U,_ 1 +b—a)U)_,+(c—b)U)_,+...
+ (U —=r)Uy p— LUy,
Uy=o0, Uj=o0, ..., U, =0, U,=1,

dont I’équation résolvante a pour racines oy, %y, ..., op
et 1; nous aurons, par la formule (22) (IX, 23),

U, =[a12...3p1]n 0
par suite,
" .
UIL = [J;)-

39. Pour avoir la somme d’un certain nombre de
termes, nous écrirons

Sy =Up+Upr1+...+U,

:mg[ulxg...1,,!](0)4:—[1,12 ceeap ]V L

37) <
67 +[1,ug...a,,lj"t‘l’z

=m[ogay... 2p11]70),

40. I ne nous reste plus qu’a faire voir comment lc
cas ou les valeurs initiales Uy, Uy, ..., Up,_, sont quel-
conques se rameéne au précédent. La transformation est
tout & fait analogue a celle que nous avons déja em-
ployée (XI, 27).

Représentant par la lettre « les termes de la série
fondamentale (pour laquelle wy =0, w;=o, ...,
Up_y==0), NOUS poOserons

,
Uy — Nttpip— Blpipg—- - — Btpry =V,

Ky %y ..y Baun nombre de p, étant déterminé par le sys-
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téme d’équations

Vo= Uy—du,=o,
Vi=U—dupiy—pup=o,

Vpor=Up_1—Atap_y —pltaps—...—Bup=o,

dont le déterminant se réduit auf, qui est différent de zéro.
Ecrivons
U,=aU,  +bU,s+...4-1U,_p+m,
Upip= AQUpsp_1 + OUnip o+...+ luy+ m,
e B

Upr1=@alUp+buy_1-+...4+ lUpry_p+ m.

Multiplions la premiére de ces égalités par 1, la
deuxiéme par — ), ...,la derniére par — 0, et faisons la
sopmmes nous avons

Vi=aV,u 1 +bVyot+... IV p+-m(1—k—...—0)

v, ;
ou, en posant Sy en—" V,, et supposant
) A p+...+0
différent de 1,

Veo=aV, +bV,_ ,+...4V,_ ,+m,
et, comme
o=o0, Vi=o, ..., V,_ =0,
on voit que
V), = u,.
Par suite,
Vi=(—A—p—...—0u,

et

(38) \ Un:)\un+p+ “Untpog ...
{ 0 gy (=X —p—.. . —0) up

41. Dans le cas ot p = 2, c’est-a-dire ou la formule de
récurrence se réduit a

Uy,=aU,_; - bU,_3+c,



on a

U= €, Uz= (U - 1)
par suite, A ¢l - sont donuds par

l.lo—)x(’:(),
Ui—J(a—1)c—pe=o.
d’ou
< L
A = —(-Y,
[
ULy—(e-—-1 1,
-

-
Done, dans ce cas,

U Ly U, —(a—nU, U, aU,
n= e Upga Uy - (1 — — Un,
¢ ¢ \ e c

[()l‘llllllc ([ll'()ll l)cut Ll'ﬂlleO[‘lllL‘l‘ ¢n rcmarquanl quc

Wogs = Ay —buy— c;
on trouve alors

LI — ]
(3()) U”—_!_‘_(.._lﬁunll__ []_-E"’ _s_g_a__zl,).)_h)

¢

J w, - Uy.

SilVonfait Uy=U,=c¢ =0 =a, la formule se¢ ré-
duit a

(10) U,=w«(2u,--1).



