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ÉTUDE DE DEUX SYSTEMES SIMPLES DE COORDONNÉES TAN-
GENTIELLES DANS LE P L l \ : COORDOMÉES PARALLÈLES
ET COORDOMÉES AVIALES

( \ o i r p , i o )

PVK M. MMJIUCF: DOCYGMi,

Elr\e-lriirenieui des Ponts et Chaussées.

l l i . — COURBES EN GÉNÉRAL.

20. JNOUS ne ferons pas la théorie complète des
courbes en u et v, qui est ideiitiquenjent la même que
celle des courbes en x et r lorsqu'on y permute les élé-
ments point et droite.

Ainsi, le point de contact de la tangente (MJ, V>J ) a
pour équation

h

et la recherche des tangentes à une courbe, issues d'un
point donné, sera la même que celle des points de ren-
contre d'une courbe et d'une droite en coordonnées or-



dinaires. Nous n'avons pas à insister sur ces questions,
qui rentrent dans le domaine des propriétés générales
des systèmes de coordonnées taiigentielles; mais nous
devons faire ici quelques remarques spéciales au système
qui nous occupe.

En premier lieu, remarquons que, les tangentes aux
points de rencontre de la courbe F (M, V) = o et de la
droite (uif v{) étant données par la résolution du sys-
tème d'équations

F(M, V) = o, WiF'tt-4- P I F ^ H - Fi = o,

où. t est une variable, introduite pour l'homogénéité, que
l'on fait ensuite égale a i , on aura les u des points de
rencontre de la courbe avec l'axe Au en résolvant le
système d'équations

F( u, r) = o, V[, — o,

et les v des points de rencontre avec 13ç> en résolvant le
système

F ( N , v) = o, V'u= o.

21. Remarquons maintenant que les tangentes paral-
lèles à une direction donnée sont obtenues par la réso-
lution du système d'équations

F ( ? / , v ) — o,

C — 11 = £ ,

où A est une constante donnée.
Pour les tangentes parallèles à l'axe des origines,

A = o.
Mais une droite parallèle aux axes de coordonnées ne

saurait être déiinie par les coordonnées u et v. Toutes
les droites parallèles aux axes, passant, en eilet, par le
point de rencontre de ces axes (situé à l'infini), ont
même u et même e, tous deux infinis. Nous définirons
de telles droites par leurs distances à l'un des axes.
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comptées parallèlement à Taxe des origines, et que nous
appellerons leurs abscisses, rapportées à l'axe considéré.

Proposons-nous dès lors de déterminer les tangentes
à la courbe

F(M, V) = O

(équation algébrique de degré m), parallèles aux axes.
Établissons d'abord un lemme.
L'équation algébrique, de degré m, la plus générale

en u et v, peut s'écrire

o = Aov
m H - e w - U B i M - H B o )

-h vm~* ( G2 M2 -+- d u -+- Go ) - 4 - . . .

-h ( Vm um -+- P ,„_, um~l - h . . . - + - Po ).

Divisons par vm,

o = Ao -t- - ( B i u -+- Bo)

-4- ^ (PW1 M™ -+- POT_i a » - ^ . . . + Po).

Si l'axe A M est tangent à la courbe, ses coordonnées
vérifieront cette équation; or les coordonnées de cet axe
se composent d'une valeur finie quelconque h pour u et
d'une valeur infinie pour v. L'équation précédente
devra donc être vérifiée par

n=k. i = o,

ce qui exige que
Ao = o,

et la réciproque est évidente;.
Soit donc maintenant à trouver les tangentes paral-

lèles aux axes, pour la courbe

o = A o r / W -«- vm-l{hi u -h B o )

-, r ' / i - 2( C2i(- -r- C i u -H G o ) H - . . .

- + - ( P | ; | M ' « f P / M , M ' « - l - i - . . . H - P v ) .
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Conservant le même axe B<>, transportons Taxe Au

parallèlement à lui-même de la quantité a comptée le
long de Taxe des origines, le point A restant sur cet
axe.

Pour avoir la nouvelle équation de la courbe, appli-
quons les formules (6) et (6') du n° 7 en y faisant
^ = o, ce qui donne

U— -= ? V

d— a

L'équation demandée sera donc

Déterminons a par la condition que le nouvel axe Au
soit tangent à la courbe; pour cela, d'après le lemme
précédent, annulons le coefficient du terme en i>™, ce
qui donne

équation du degré m en a dont les m racines a<, a2, ...,
<zm déterminent autant de tangentes parallèles à Au.
Posant

a — d
d'où

dz
; — i

nous pourrons énoncer ce résultat de la manière sui-
vante :

Appelant a,, a2, .. ., am les abscisses, rapportées à
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l'axe Au, des tangentes parallèles aux axes de coor-
données, pour la courbe de la classe /??,,

ces abscisses seront déterminées par

( / p r e n a n t t o u t e s les v a l e u r s i , 2 , . . . , m), £ 4 , r:2? . . . , ~ m

étant les racines de l'équation que l'on obtient en
remplaçant, dans Vensemble homogène des termes de
degré m de F (M, V), U par z et v par 1, et en égalant
ce polynôme à zéro.

On déduit de là, comme corollaire, que la condition
nécessaire et suffisante pour que deux courbes de la
classe m aient les mûmes tangentes parallèles aux axes
de coordonnées est que les équations de ces courbes
contiennent la même partie homogène de termes de
degré m. Kous utilisons plus loin cette remarque.

22. Dans le problème précédent, nous nous sommes
seulement occupé de rechercher les droites, parallèles
aux axes de coordonnées, qui sont tangentes à la courbe-,
mais on peut aussi se proposer de trouver les équations
des points de contact de ces droites et de la courbe.

Il est aisé de déduire ce résultat de celui qui vient
d'être obtenu, mais nous allons faire voir qu'on peut
l'établir sans calcul, par une remarque bien simple.

JNOUS avons vu'(n° H ) que le point à l'infini dans la
direction des axes a pour équation C = o*, il est donc
corrélatif de la droite de l'infini en coordonnées ordi-
naires : par conséquent, le problème qui consiste à
trouver les points de contact des tangentes à une courbe,
issues de ce point, est le même que celui qui consiste,



en coordonnées ordinaires, à trouver les tangentes à une
courbe, en ses points d'intersection avec la droite de
Tin fini, c'est-à-dire à trouver ses asymptotes.

Par suite, on voit que :

L'équation de la courbe étant écrite, en groupant les
termes de même degré,

on aura les équations des points de contact de toutes
les tangentes parallèles aux axes de coordonnées par
la formule

(i prenant toutes les valeurs i , 2, . . . , m, où zi est ra-
cine de Véquation

c?mO, 1) = o.

C'est, en eiFet, ce que l'on obtient par une recherche
directe.

23. Asymptotes. — On voit immédiatement que les
coordonnées des asymptotes, tangentes dont le point de
contact est rejeté à l'infini, sont données par la résolu-
tion du système des deux équations

F(w, v) = 0
et

F'u -+- F', = o.

] \ . — APPLICATION AUX COURBES

DU DEUXIÈME DbGRÉ.

24. Équation générale et équation réduite. —
L'équation générale des courbes du deuxième degré, dans
ce système de coordonnées, est

- Gv 2 -f- 2 D 11 H- i> Kç -r- F = o.
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On peut mettre cette équation sous une forme simple

par un choix convenable d'axes de coordonnées.
Conservant d'abord le même axe des origines, prenons

pour nouveaux axes de coordonnées les tangentes à la
courbe, parallèles aux axes primitifs.

A cet effet, appliquons les formules de transformation
du n° 7 et annulons (n° 21) les coefficients des termes
en u2 et v2. Cela donne

k(d-+• p)2-+- iB $(d + p) •+• C£2 = o
et

A a2 — 9.Ba(dr— a) H- C(d— a)2 = o,

l'abscisse (3 étant comptée à partir de 13r, et a «à partir
de AM. Rapportons les deux abscisses à l'axe A M, en
posant

nous avons ainsi, au lieu de la première équation,

A 3'»— 2 B ^ V - P') -H C(c/— p')8 = o.

Donc les abscisses a et [3' des tangentes parallèles aux
axes, rapportées à l'axe Aa, sont les racines de l'équa-
tion

ou

Discutons cette équation.
Si C = o, l'une des racines est nulle et l'axe Au est

tangent à la courbe, ce que nous savions.
Si B + C = o l les deux racines sont égales et de

signes contraires*, par suite, le centre de la courbe est
situé sur Au. On verrait de même que, si A -f- B = o, le
centre est sur Bç>.

S i A - f - 2 B - h C = o, l'une des racines tend vers l'in-
fini, c'est-à-dire qu'une des tangentes parallèle aux axes



( 463 )

est rejetée l'infini. La courbe est donc alors une para-
bole.

deux racines sont égales} les tangentes parallèles aux
axes se confondent; la courbe est alors une hyperbole;
les tangentes confondues donnent une asymptote.

Supposons que les deux tangentes soient distinctes et
à distance finie. En les prenant pour axes de coor-
données, nous mettrons l'équation de la courbe sous la
forme

M iw -H N u -h P v -+- Q = o.

Conservant maintenant les axes de coordonnées,
changeons les origines en les transportant aux points de
contact des nouveaux axes avec la courbe.

A cet eilet, appliquons les formules de transformation
du n° 6, et annulons les coefficients des termes en u et
v\ cela donne

M b -J- IN — o,

M a -+- P = o ;

et l'équation de la courbe devient, après réduction,

» - Ï - « -
ou

]\P — MQ

Telle est donc l'équation réduite des coniques à
centre, en coordonnées parallèles.

2o. Nature de la courbe. — Laissons de côté, pour
le moment, cette forme simplifiée de L'équation des co-
niques, et voyons à quel caractère on peut reconnaître
la nature d'une courbe du deuxième degré donnée.
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Reprenons l'équation générale

A u2 -+- i B uv — C v2 -h 2 D u -<- 'i E e -1- F = o.

Cherchons les tangentes parallèles à une direction

donnée pour laquelle
u = v — À ;

les v de ces tangentes seront donnés par

\(r-/ij2-f2Br(p-/l)
- - Ci *-+- ?D(t> — / ) -+- aEi> — F = o,

ou

(A
1) -H E]

Nous voyons d'abord que, si A -h aB -h C = o, une

des racines p, quel que soit A", e^t infinie} Tune des

deux tangentes parallèles à la direction donnée est re-

jetée à l'infini-, la courbe est alors, comme d'ailleurs

nous Tav ons déjà vu, une parabole.

Supposons maintenant A -h aB + C durèrent de o*, la

réalité des racines v dépend du signe de

oU) = [— (A — H)À — D— Ep
— aDÂ — F)

— [( D — E y- — F( A — aB -r- 0 )].

Voyons comment le signe de ce trinôme varie avec la

valeur attribuée à k } à eetelïet, formons la quantité

JJL= | \A — B ) E — (B

_ ( B 2 _ \ C ) [ ( D -^ E)« — F( \ -r- ?B -h C)].

Après avoir développé cette valeur de IJL et supprimé

les termes qui se détruisent, on arrive à la mettre sous

la forme

JJL = ( \ _ ^ . 2 R _ C)f AE2 —?BDE —GD2 —F(B2 —AG)];
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or

AF2 - aBDE -f- CD* -u F(B* — AG) = A,

discriminant de l'équation de la conique.
Posons

La valeur de UL pouria alors s'écrire

HL =- T A .

Supposons A différent de o, c'est-à-dire que la conique
ne se réduise pas à un système de deux points.

Alors, si [JL ̂ > o, le trinôme cp(Â ) a ses racines réelles;
par suite, quand on donne à A toutes les valeurs pos-
sibles, ce trinôme est tantôt positif, tantôt négatif; il en
résulte que l'équation en v a, pour certaines valeurs de
Z, ses racines réelles, pour d'autres valeurs de A", ses ra-
cines imaginaires; la courbe est une hyperbole. Les ra-
cines de l'équation cp(A) = o donnent alors les direc-
tions a sympto tiques.

En particulier, si B2 — AC = o, la valeur de p., prise
sous sa première forme, se réduit à

JJL = [(A -+- BïE— rB-r C)Dp,

quantité essentiellement positive; on a, par suite, une
hyperbole; d'ailleurs, dans l'équation

© ( A ) = o ,

le coefficient du terme en h2 s'annulant, une des racines
devient infinie, c'est-à-dire que la direction des axes de
coordonnées est direction asymptotique. Nous avons déjà
obtenu ce résultat au n° 2 i .

Considérons maintenant le cas ou JJL = o, ou,puisque A
est supposé différent de o, le cas où T = o. L'équation

4nn dt Mathemat . 3« •,* 110, t . III ( O c t o b i e I88 'J ) 3 ü
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a, dans ce cas, ses racines égales-, les deux directions
asymptotiques sont confondues} la courbe est une pa-
rabole.

Si [Ji <^ o, le trinôme <p(A) a ses racines imaginaires;
il eonser\e donc, pour toute valeur de A, le signe de son
premier terme* par suite, si B 2 —AC^>o, le trinôme
est constamment positif, l'équation en v a toujours ses
racines réelles* on a une ellipse réelle ; si IV2 — AC<^o,
le trinôme est constamment négatif, l'équation en v a
toujours ses racines imaginaires*, on a une ellipse ima-
ginaire.

Résumons cette discussion :
Les fonctions des coefiicients de l'équation du second

degré, caractéristiques delà nature de la conique» repré-
sentée1 par cette équation, sont les suivantes :

AK* - aBDE -u CD* -J- F(B* — AC) = A,
A -+-sB^- G = r,

B2_ AC = o.

Si A = o, le premier membre de l'équation se décom-
pose en un produit de facteurs linéaires : on a un système
de points.

Si A est différent de o :

l'A ̂  o hyperbole,
r = o parabole,

„. . n . ( o > o réelle,
IA <T o ellipse \ ^ . . .1 ( o < o imaginaire.

2(). Centre. — Le r de la droite médiane des deux
tangentes, parallèles à la direction A, est donné par la
demi-somme des racines de l'équation en r,



quant à l'i/, il résulte de la formule

u = i' -i- h\

L'élimination de k entre ces deux équations donne
l'équation delà courbe enveloppée par cette droite mé-
diane. On trouve

c'est l'équation d'un point. La droite médiane de deux

tangentes parallèles est, en effet, un diamètre; l'équation

que nous venons d'obtenir est celle du centre de la

courbe.

Si(A-hB)-f-(B-f-C)i=A-f-2B + C = o, ce point

est à l'infini; nous retrouvons ainsi la condition déjà

obtenue par d'autres considérations^ pour que la courbe

soit une parabole.

Si A-}-B = o, le centre se trouve sur l'ave B*>; si

B - f - C = o , il est sur l'axe A//; conditions déjà trouvées

d'une autre manière au n° 24.

Si l) -4- E = o, le centre est sur l'axe des origines.

Remarquons que, en écrivant l'équation de la courbe

FCnr, v) = o,

l'équation du centre peut s'écrire*

F;, -+- F;. - o.

27. Directions conjuguées. — Cherchons maintenant
1 a direction conjuguée d'une di ree tion donnée, c'est-à-dire
la direction de la droite qui joint les points de contact
des deux tangentes parallèles à une direction donnée.

La direction d'une droite, ainsi que nous l'avons déjà
vu, est caractérisée par la différence des coordonnées de
cette droite.

Pour toute droite parallèle à la direction donnée, nous
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avons

v — u = À ;

pour toute droite parallèle à la direction conjuguée,

v — u = k\.
Le problème revient à trouver la relation qui existe

entre k et ks.
Menons par le centre de la conique donnée

F(M, V) = AM»+ 2 B M P + Gp2-h 2ÜM+ 2Ep+ F = O,

une droite dont les coordonnées sont i/| et c<. On a
( n ° 2 6 )

F M l •+- Fp t = o.

Cette droite coupe la conique en deux points où les
tangentes sont parallèles. Ces tangentes passent par le
point dont l'équation est

u¥'ux -+- P F | , , -H ¥'tt — o

ou, d'après l'égalité précédente,

point qui est situé à l'infini.
On a donc, en appelant k le coefficient qui détermine

la direction de ces tangentes,

, Fj. Di^ + E^ + F
Y'Hi Aiti + B ^ + D

Or u< et v1 sont liés par les relations

D-i-E = o

et

d'où l'on tire

M«= A + 2B+G '
^ - ( D + E)



Portant ces valeurs de aK et vs dans l'expression de A,
on a, après réduction,

(B* - AC)kkt - [(A -+- B)E - (B -+- C ) D ] ( À -+- À,)

Telle est la relation qui lie les constantes k et k {, défi-
nissant deux directions conjuguées dans la conique con-
sidérée.

28. Axes. — Pour déterminer les axes, on adjoindra
à l'équation précédente la formule (4) du n° i

d% -+- kkx •+- d( k -+- ki ) cos 6 = o,

qui exprime la perpendicularité des directions définies
par k et /ri9 rf étant la distance des origines et 9 l'angle
des axes de coordonnées avec l'axe des origines.

En éliminant kK entre ces deux équations, on a une
équation du second degré en À", dont les racines donnent
les valeurs de k et/ri9 puisque les deux premières équa-
tions sont symétriques en k et kK.

29. Axe de la parabole. — Dans le cas de la para-
bole, l'axe se détermine très aisément. L'équation du
centre, situé à l'infini, peut s'écrire, en tenant compte
de la condition A + 2B + C = o,

(A -+- B)(u — v) -i- D •+- E = o;

d'où l'on tire
. D + E

V U = A* = -r =r •
A - h B

La direction de l'axe est ainsi déterminée.
Si D -4- E = o, l'axe est parallèle à Taxe des origines.
Si A -h B = o, il est parallèle aux axes de coordon-

nées.
Si l'on a, à la fois, À -h B = o et D-i-E = o, on voit,
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en tenant compte de la condition A -H 2B -f- C = o, que
l'équation prend la forme

elle représente alors un système de deux points situés à
l'infini.

30. Cercle. — Reprenons la relation qui lie les coef-
ficients k et kt de deux directions conjuguées

(B* — AC)A-*i -f- [(B -J- C)L) — (A -4- B)E](À- -+- Ât )

Si la conique est un cercle, la direction définie par Â<
est perpendiculaire à la direction définie par A, quel que
soit k. L'équation précédente doit donc être identique à
la condition de perpendicularité

kk\ -+• d( k -+- ki ) cosO •+• di = o ;

par suite, on doit avoir

lu _ AC = ( H ^ O l ) -(A^-B)K
r/cosO

___

Telles sont les conditions pour que l'on ait un cercle.
Si les axes de coordonnées sont perpendiculaires à

l'axe des origines, cos6 = o, et ces conditions deviennent

(B*— AC)*d* = (D -r- E)4 — F(A + 2B+ G).
(A^B)K.

(A suivre.)


