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ETUDE DE DEUX SYSTEMES SIMPLES DE COORDONNEES TAN-
GENTIELLES DANS LE PLAN : COORDONNEES PARALLELES
ET COORDONNEES AMIALES

(VOIr pooyro)
P M. Myvrie D'OCAGNE,

Eleve-Ingenicur des Ponts et Chaussées.

1l. — CourBEs EN GENERAL.

20. Nous ne ferons pas la théorie compléte des
courbes en u et ¢, qui est identiquement la méme que
celle des courbes en et 3 lorsqu’on y permute les €lé-
ments point et droite.

Ainsi, le point de contact de la tangente (uy, v,) a
pour équation

dy

=0y = —— (U — ;)
1/111( ’

ct la recherche des tangentes & une courbe, issues d'un
point donné, sera la méme que celle des points de ren-
contre d'une courbe et d’une droite ¢n coordonnées or-
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dinaires. Nous n’avons pas a insister sur ces questions,
qui rentrent dans le domaine des propriétés générales
des systéemes de coordonnées tangentielles; mais nous
devons faire ici quelques remarques spéciales au systéme
qui nous occupe.

En premier lieu, remarquons que, les tangentes aux
points de rencontre de la courbe I'(u, v) =0 et de la
droite (u,, ¢,) étant données par la résolution du sys-
teme d’équations

F(u,¢)=0, wF,+ ¢, F,+F;=o,

ou £ estune variable, introduite pour I'homogénéité, que
Pon fait ensuite égale a 1, on aura les u des points de
rencontre de la courbe avec 'axe Au en résolvant le
systéme d’équations

Flu,¢)y=0. F,=o,

et les ¢ des points de rencontre avec B¢ en résolvant le
systéme
F(u,¢)=0, I,=o0.
21. Remarquons maintenant que les tangentes paral-
leles a une direction donuée sont obtenues par la réso—
lution du systéme d’équations

F(u, v)=o,

¢ —u=k,

ou A est une constante donnée.

Pour les tangentes paralléles a I'axe des origines,
k=o.

Mais une droite paralléle aux axes de coordonnées ne
saurait étre définie par les coordonnées u et ¢. Toutes
les droites parallé¢les aux axes, passant, cn effet, par le
point de rencontre de ces axes (situé a I'infini), ont
méme « et méme ¢, tous deux infinis. Nous définirons
de telles droites par leurs distances a I'un des axes,
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comptées parallélement a I'axe des origines, et que nous
appellerons leurs abscisses, rapportées a 1’axe considéré.
Proposons-nous dés lors de déterminer les tangentes
a la courbe
F(u,v)=o0
(équation algébrique de degré m), paralléles aux axes.
Etablissons d’abord un lemme.
L’équation algébrique, de degré m, la plus générale
en u et v, peut s’éerire
o0=Aypm 4+ pm-1(Bu-+ By)
+om=2(Cou?+ Cu+ Cy) +...
A (Pppum 4P qum=1 .+ Py).

Divisons par ¢™,
0=Ap+ 5(1}1u + By)
4+ ali(Czuﬁ-}—Clu—i—Co)—i—...
+ vl”; (Ppum =+ Ppyum=t ...+ Py).

Si I’axe Au est tangent a la courbe, ses coordonnées
vérificront cette équation; or les coordonnées de cet axe
s¢ composent d’une valeur finie quelconque & pour u et
d’une valeur infinie pour ¢. L’équation précédente
devra donc étre vérifide par

I
u==nr -—=o,
v
ce qui exige que
Ay=o,
et la réciproque est évidente.
Soit done maintenant a trouver les tangentes paral-
leles aux axes, pour la courbe
0= Agem 2 em-1(Bu+ By)

oo 2G5 G -Gy 4. .

- (Ppum v Py qum—t—~,  4-Pyh
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Conservant le méme axe B¢, transportons I'axe Au
parallélement & lui-méme de la quantité o comptée le
long de I'axe des origines, le point A restant sur cct
axe.

Pour avoir la nouvelle équation de la courbe, appli-
quons les formules (6) et (6') du n°® 7 en y faisant
2 = o, ce qui donne

_ duy—ap,

U= ——)s o=0y.

d—a

L’équation demandée sera donc

duy — ayp
o= Aot o1 <B1 T B0>

d—a
— 2 —_—
oo (T2 6 = g

duy — ap\™m
+ | P —— +...+Pg|.
[ m( d—a 0
Déterminons o par la condition que le nouvel axe Aw
soit tangent a la courbe; pour cela, d’aprés le lemme

précédent, annulons le coeflicient du terme en 7, ce
qui donne

2 m
o=Ao+B,a1d+Cg<aid> +"‘+P”’<a1d) ,

équation du degré m en a dont les m racines oy, as, ...,

o, déterminent autant de tangentes paralléles a Aw.
Posant

d’ou

nous pourrons énoncer ce résultat de la manicre sui-
vante :

Appelant ., 2, ..., 2, les abscisses, rapportées a



( 460 )
U'axe Au, des tangentes paralléles aux axes de coor-
données, pour la courbe de la classe m,

F(u,v)=o,
ces abscisses seront déterminées par

sid

(¢ prenant toutes les valeurs 1, 2, ..., m), 2y, 23, ..ty Zn
étant les racines de U'équation que U'on obtient en
remplacant, dans ’ensemble homogéne des termes de
degrémde F{u, v), uparzet v par 1, et en é¢galant
ce polynome a zéro.

On déduit de la, comme corollaire, que la condition
néeessaire et suffisante pour que deux courbes de la
classe m aient les mémes tangentes paralléles aux axes
de coordonnées est que les équations de ces courbes
contiennent la méme partie homogéne de termes de
degré m. Nous utilisons plus loin cette remarque.

22. Dans le probleme précédent, nous nous sommes
seulement occupé de rechercher les droites, paralléles
aux axes de coordonnées, qui sont tangentes a la courbe;
mais on peut aussi se proposer de trouver les équations
des points de contact de ces droites et de la courbe.

Il est aisé de déduire ce résultat de celui qui vient
d’¢tre obtenu, mais nous allons faire voir qu'on peut
Pérablir sans calcul, par une remarque bien simple.

Nous avons vu'(n® 11) que le point a I'infini dans la
dircction des axes a pour équation G = o; il est donc
corrélatif de la droite de U'infini en coordonnées ordi-
naires : par conséquent, le probléme qui consiste a
trouver les points de contact des tangentes a une courbe,
issues de ce point, est le méme que celui qui consiste,
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en coordonnées ordinaires, d trouver les tangentes & une
courbe, en ses points d’interscction avec la droite de
Pinfini, c’est-a-dire a trouver ses asymptotes.
Par suite, on voit que :

L’équation de la courbe étant écrite, en groupant les
termes de méme degré,

O (Uy ) - Oy (Uy 9) 4. .+ @1(U, ¥) — =0,

on aura les équations des points de contact de toutes
les tangentes paralleles aux axes de coordonnées par
la formule

U— 5;9 -+ —C‘D—luﬁ—'—) =
Gl 3y 1)

(i prenant toutes les valeurs 1, 2, ..., m, ot z; est ra-
cine de U'équation
9m(5, 1) = o.
C’est, en elffet, ce que 'on obtient par une recherche
directe.

23. Asymptotes. — On voit immédiatcment que les
coordonnées des asymptotes, tangentes dont le point de
contact est rejeté a I'infini, sont données par la résolu-
tion du systeme des deux équations

F(u,v)=o0
et
Fl, +F, = o.

IV. — APPLICATION AUX COURBES
DU DEUXIEME DEGRE.
24. E(/uation générale et équation réduite. —
L’équation générale des courbes du deuxiéme degré, dans
cesysteme de coordonnées, est

Auz+2Bup +~ Ce2+2Du~+9Ev —F = o.
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On peut mettre cette équation sous une forme simple
par un choix convenable d’axes de coordonnées.
Conservant d’abord le méme axe des origines, prenons
pour nouveaux axes de coordonnées les tangentes a la
courbe, paralléles aux axes primitifs.
A cet effet, appliquons les formules de transformation

dun°® 7 et annulons (n°® 21) les coefficients des termes
en u? et ¢2. Cela donne

A(d+8)2+2BB(d+p)+CB2=0
et

Ax2 —oBa(d —2)+ C(d—a)2=o,

I’abscisse § étant comptée a partir de By, et « a partir
de Au. Rapportons les deux abscisses a 'axe Au, en

posant
p=d+8;

nous avons ainsi, au lieu de la premiére équation,
AB?2— 2B (d—3)+C(d—pf)2=o0.

Donc les abscisses a et 3/ des tangentes paralléles aux
i S P

axes, rapportées a I'axe Au, sont les racines de I'équa-
tion
As2—92Bs(d—5)+C(d—35)2=0
ou
(A+2B+C)s2—2d(B+C)s+ Cd2=o.

Discutons cette équation.

8i C = o0, 'une des racines cst nulle et 'axe Au est
tangent a la courbe, ce que nous savions.

Si B+ C=o0, les deux racines sont égales et de
signes contraires; par suite, le centre de la courbe est
situé sur Au. On verrait de méme que, siA+ B=o, le
centre est sur Bo.

Si A 4+ 2B + C = o, 'une des racines tend vers I'in-
fini, c’est-a-dire qu'une des tangentes paralléle aux axes
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est rejetée Uinfini. La courbe est donc alors une para-
bole.

Si(B4+C)*—(A+28+C)C=B2—AC=o0, les
deux racines sont égales; les tangentes paralléles aux
axes s¢ confondent; la courbe est alors une hyperbole;
les tangentes confondues donnent une asymptote.

Supposons que les deux tangentes soient distinctes ct
a distance finic. En les prenant pour axes de coor-
données, nous mettrons I'équation de la courbe sous la

forme
Muv +~Nu—+Pe+Q=o.

Conservant maintenant les axes de coordonnées,
changeons les origines en les transportant aux points de
contact des nouveaux axes avec la courbe.

A cet cllet, appliquons les formules de transformation
du n° 6, ct annulons les coefficients des termes en u et
v; cela donne

Mb-—N=o,

Ma -+ P =o;

ot 'équation de la courbe devient. apres réduction,

ou

Telle est donc I'équation réduite des coniques a
centre, en coordonnées paralléles.

25. Nature de la courbe. — Laissons de ¢0té, pour
le moment, cette forme simplifiée de 'équation des co-
niques, et voyons a quel caractére on peut reconnaitre
la nature d’'une courbe du deuxiéme degré donnde.
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Reprenons I'équation générale
A2+ 2Buy — Cov2 4+ 2Du+2E¢ - F = o.

Cherchons les tangentes paralléles a une direction
donnée pour laquelle

w=v—Ah;
les ¢ de ces tangentes seront donnés par

A —A)2+2Be(o— 1)
--Gi2+oD(v—A)+2Ee—F =o,
ou
(A -2B + C)p2
o[ —(A=+=B)A+D+ EJo+Ak2—oDA+T =o.

Nous voyons d’abord que, si A+ 2B+ C = o, unce
des racines v, quel que soit &, est infinie; I'une des
deux tangentes paralleles a la direction donnée est re-
jetée a Dinfini; la courbe est alors, comme d’ailleurs
nous 'avons déja vu, une parabole.

Supposons maintenant A + 2B + C différent de o3 la
réalité des racines ¢ dépend du signe de

o(ly=[— (A -=B)A—D—E]J]
— (A -—2B—C)(AkL2—2DL —F)
=(B2=AC)2—DO[(V+B)E—(B+ C)DJA
(D —ER—F(A 2B C1].

I

Voyons comment le signe de ce trindme varic avee la
valeur attribuée a A3 a ceteflet, formons la quantité
w=[(A—B)E—(B+C)D]
— (B2 AC)[(D —E) — F(A =B + ).
Apres avoir développé cette valeur de w et supprimé
les termes qui se détruisent, on arrive a la mettre sous

la forme

w=(A—2B - C)[AE?—>BDE - CD* — F(B2— AC)][;
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or
AF2 — 5BDE + CD2 - F(B2— AC) = A,

discriminant de 1'équation de la conique.

Posons
A—+-2B+C=T

La valeur de w pouria alors s’écrire
. w=TA.

Supposons A différent de o, ¢’est-a-dire que la conique
ne se réduise pas a un systéme de deux points.

Alors, sip > o0, le trindme ¢ (4) a ses racines réelles;
par suite, quand on donne a A toutes les valeurs pos-
sibles, ce trindme est tantot positif, tantot négatif; il en
résulte que I'équation en ¢ a, pour certaines valeurs de
A, ses racines réelles, pour d’autres valeurs de &, ses ra-
cines imaginaires; la courbe est une Ay perbole. Les ra-
cines de Péquation ¢(h) = o donnent alors les direc-
tions asymptotiques.

En particulier, st B2 — AC = o, la valcur de y, prise
sous sa premiére forme, se réduit a

p={(A+BE—~(B-+C)DJ2,

quantité essenticllement positive; on a, par suite, une
hyperbole; d’ailleurs, dans I'équation

o(h)=o,

le coefficient du terme en A2 s’annulant, une des racines
devient infinie, c’est-a-dire que la direction des axes de
coordonnées est direction asymptotique. Nous avons déja
obtenu ce résultat au n° 24.

Considérons maintenant le cas ou . = o, ou, puisque A
est supposé différent de o, le cas ou T'= o. L’équation

e(h)=o0
Ann de Mathemat (3¢ scne, t. I (Octobie 1884 ) 3o
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a, dans ce cas, ses racines égales; les deux directions
asymptotiques sont confondues; la courbe est une pa-
rabole.

Si u <o, le trindme ©(A) a ses racines imaginaires;
il conserve done, pour toute valeur de A, le signe de son
premier terme; par suite, si B2— AC>> o, le trindome
est constamment positif, 1'équation en ¢ a toujours ses
racines réelles; on a une ellipse réelle ; si B2 — AC < o,
le trinome est constamment négatif, I'équation ¢n ¢ a
Loujours ses racines imaginaires; on a une ellipse ima-
ginaire.

Résumons cette discussion :

Les fonctions des coeflicients de Péquation du second
degré, caractéristiques dela nature de la conique repré-
sentée par cette équation, sont les snivantes :

ALz — 2BDE - CD?— F(B2 — AC) = A,
A4+aB+C=T,
B2 AC=3.

Si A = o, le premier membre de I'équation se décom-
posc en un produit de facteurs linéaires : on a un systéme
de points.

Si A est différent de o :

I'A> o hyperbole.
' =0 parabole,
N .
. ¢ > o réelle
ry<o ellipse § 37007
{ ¢ < o imaginaire.
2G. Centre. — Le ¢ de la droite médiane des deux
tangentes, paralléles a la direction A, est donné par la
demi-somme des racines de 'équation en ¢,

N

(\-B)A+D-=-E
= — — ST~ 9

A -9B+C
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quant & U'w, il résulie de la formule
=+ A

L’élimination de k entre ces deux équations donne
I'équation de la courbe enveloppée par cette droite mé-
diane. On trouve

(A+B)u+(B+C)¢+D +E =o;

c¢’est I'équation d’un point. La droite médiane de deux
tangentes paralléles est, en effet, un diamétre; I'équation
que nous venons d’obtenir est celle du centre de la
courbe.

Si(A+B)+ (B+C)= A+ 2B+ C=o, cepoint
est a l'infin1; nous retrouvons ainsi la condition déja
obtenue par d’autres considérations, pour que la courbe
soit une parabole.

Si A+ B = o, le centre se trouve sur Vaxe Bej si
B 4- C= o, il est surl’axe Au; conditions déja trouvées
d’une autre maniére au n° 24.

Si D + E = o, le centre est sur I’axe des origines.

Remarquons que, en écrivant I'équation de la courbe

F(n, ¢)=o.
Péquation du centre peut s’écrire
¥, + F, —o.

27. Directions conjuguées. — Cherchons maintenant
ladirection conjuguée d’unedirection donnée, ¢’est-a-dire
la direction de la droite qui joint les points de contact
des deux tangentes paralléles a une direction donnée.

La dircction d’une droite, ainsi que nous ’avons déja
vu, cst caractérisée par la différence des coordonnées de
cette droite.

Pour toute droite paralléle a la direction donnée, nous
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avons
v —u=~h;

pour toute droite paralléle a la direction conjuguée,
v —u=k,.
Le probléme revient a trouver la relation qui existe

entre £k et k,.
Menons par le centre de la conique donnée

F(u,v)=Au?+ 2Buv + Co2+2Du+2Ev+ F=o,

une droite dont les coordonnées sont w1, ct ¢,. On a
(n° 26)
F., + F:,, = o.
Cette droite coupe la conique en deux points ou les
tangentes sont paralléles. Ces tangentes passent par le
point dont I’équation est

uF,, +oF, +Fr =0
ou, d’aprés I’égalité précédente,
(u— ¢)Fy,+ Fp, =o,
point qui est situé a I'infini.
On a donc, en appelant k le coefficient qui détermine
la direction de ces tangentes,

F;, Duy+Eo,+F

k=v—u= = .
TR, T Kui B+ D

Or u, etv, sont liés par les relations

(A+B)u; +(B+-C)py+D+-E=o0
ct
oy — wy = ky,
d’on V'on tire
(B+C)hy+D+E
- A+2B+C
(A ~B)ky— (D +E)
A 2B+ C ’

Uy = ’

vy =
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Portant ces valeurs de «, et v, dans 'expression de A,
on a, aprés réduction,
(B2 — AC)kky — [(A - B)E — (B + C)D](k - )
+[(D+EP—F(A+2B+C)]=o.
Telle est la relation qui lie les constantes k et &, défi-
nissant deux directions conjuguées dans la conique con-

sidérée.

28. Axes. — Pour déterminer les axes, on adjoindra
a I'équation précédente la formule (4) du n° 4

a2+ kky+ d(k + ky) cosb = o,

qui exprime la perpendicularité des directions définies
par k et k,, d étant la distance des origines et § I'angle
des axes de coordonnées avec I'axe des origines.

En éliminant & entre ces deux équations, on a une
équation du second degré en k, dont les racines donnent
les valeurs de k et ky, puisque les deux premiéres équa-

tions sont symétriques en k et k.

29. Axe de la parabole. — Dans le cas de la para-
bole, 'axe se¢ détermine trés aisément. L’équation du
centre, situé a U'infini, peut s’éerire, en tenant compte
de la condition A + 2B 4+ C = o,

(A+B)Y(u—9¢)+-D+E=o,
d’oulon tire
v—u=~hk= D+b
T 7T A+B

La direction de U'axe est ainsi déterminée.

Si D + E = o, I’axe est paralléle & Paxe des origines.

Si A +B=o, il est paralléele aux axes de coordon-
nécs.

SiVon a,alafois, A+B=o0 ¢t D4+E=0, on voit,
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cn tenant compte de la condition A + 2B 4+ C = o, que
I'équation prend la forme

A(u—v+2D(u—v)+F =o;
elle représente alors un systéme de deux points situés a
Pinfini.
30. Cercle. — Reprenons la relation qui lie les coef-

ficients k et A, de deux directions conjuguées

(B2— AC)kky+ [(B == C)D — (A + B)E |(k + Ay)
+[(D+E2—F(A+2B+C)]=o.

Si la conique est un cercle, la direction définie par A,
est perpendiculaire 4 la direction définie par £, quel que
soit k. L’équation précédente doit donc étre identique a
la condition de perpendicularité

hky 4+ d(k + ki) cosh + dt == o;
par suite, on doit avoir

(B—0C)b -({A+B)E

B2 — AC =

 cosh
(D= EY—F(A+28B-0C)
- o?

Telles sont les conditions pour que I'on ait un cercle.
Si les axes de coordonnées sont perpendiculaires a
V'axe des origines, cos = o, et ces conditions deviennent

(B ACYd2 = (D + E)?— F(A + 2B + C).
(B~ C)D = (A~ B)k.
(A suivre.)



