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NOTE SUR LES PERMUTATIONS DE ~ OBJETS
ET SUR LEUR CLASSEMENT;

Par M. J. BOURGET.

1. On peut classer de diverses maniéres les permuta-
tions en nombre P, de n objets numérotés

1 2 3 n.

EEN

Jai fait connaitre en 1871, dans les Nouvelles An-
nales de Mathématigues, un premier mode de classifica-
tion: c’est celui qui résulte du procédé classique employé
pour les former et en compterle nombre. J’en ai indiqué
un autre plus commode dans le journal de Mathéma-
tigues élémentaires (année 1881). Ces deux modes de
classification permettenttous deuxderésoudre facilement
les deux problémes suivants :

1° Trouver directement et isolément une permuta-
tion de rang donné;

2° Trouver le rang occupé€ par une permutation don-
née dans la classification adoptée.

Mais aucune des deux ne permet de trouver la for-
mule du rang occupé par un élément déterminé dans la
permutation de rang donné p.

Je propose dans cette Note un nouveau mode de clas-
sification des permutations, différent des deux précé-
dents, qui conduit facilement a la solution de ce probléme
difficile. Ce nouveau mode de classification consiste es-
sentiellement dans le partage des permutations en
groupes de permutations circulaires.

2. Considérons, par exemple, une permutation de six
Ann. de Vathémat., 3¢ série, t.11. (Octobre 1883.) 28



(434)
objets
2 4 6 1 3 5.
Plagons le dernier objet au commencement, nous au-

rons
5 2 4 6 1 3,

puis opérons de méme sur ce résultat, nous obtiendrons
le tableau des permutations suivantes :

2 4 6 1 3

5 2 4 6 1 3
3 5 2 4 6 1
1 3 5 2 4 6
6 1 3 5 2 4
4 6 1 3 5 2
2 4 6 1 3 5.

On voit qu’apres la sixiéme permutation on retombe
sur la premiére et tout recommence dans le méme ordre.
Ces diverses permutations sont dites circulaires, parce
que, si les objets sont placés sur une circonférence dans

. TN
\\

/

le sens du mouvement des aiguilles d’'une montre, on
obtient les divers résultats du Tableau précédent en li-
sant, dans le sens indiqué, les nombres placés sur la cir-
conférence et en changeant chaque fois d’origine, par
une rétrogradation d’un rang par rapport a I'origine de
la lecture précédente.
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3. Tutorkme 1. — Zoute permutation de n éléments
fait partie d’un groupe de permutations circulaires et
la premiére permutation du groupe peut étre celle qui
commence par 1.

Ce théoréme est évident, d’aprés ce que nous venons

de dire.

4. Tutorime ll. — Chague groupe de permutations
circulaires de n éléments contient n permutations.

En eflet, si I'on suppose les objets écrits sur un cercle,
chacun des n objets sera pris successivement comme ori-
gine.

5. Tutorkme III. — Dans le nombre P, des permu-
tations de n objets, il y a autant de groupes de n per-
mutations circulaires qu’il y a de permutations den —1
objets.

En eftet, considérons I'un quelconque des types de per-
mutations circulaires de » objets (permutation dont le
premier objet est 1), dans lesquels se décompose le
nombre total des permutations de 2 objets. L’ensemble
des éléments qui suivent (1) constitue 'une des permu-
tations de 7 — 1 objets et il y aura autant de types de
permutations de 7 objets qu’il y a de permutations diffé-
rentes des (n — 1) objets (2, 3, 4, ...,n—1, n), c’est-
a-dire P,_,. D’ailleurs, chaque permutation type donne
n permutations ditférentes et circulaires : donc

Pn= nPn_,.
On tire de 13 facilement
P,=1.2.3...n.

Nous supposerons, pour faire image, que chacun des
p ) ’
types de permutations de 7 objets soit écrit sur la circon-
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férence d’un cercle. Nous aurons donc P,_, cercles dif-
férents donnant les groupes de permutations circulaires
dans lesquels on peut décomposer les permutations de
n éléments. Nous les nommerons cercles (1).

6. Corollaire. — On classera les permutations des
(n—1) éléments (2, 3, 4, ..., n) comme on a classé les
permutations de n éléments en groupes de permutations
circulaires. Chaque groupe est donné par un cercle (2);
ilyaP,_, cercles (2).

Les P,_, permutationsdes n — 2 objets (3, 4, ...,n)
seront classées de laméme maniére en groupes de permu-
tations circulaires donnés chacun par un cercle(3); ily
aura P,_; cercles (3), ete.

On arrivera ainsi a classer les permutations des trois
objets (n —2,n —1,n) en groupes de permutations
circulaires, donnés chacun par un cercle (n—2); il y
aura deux cercles (n — 2).

Enfin, il n’y a qu'un cercle (n —1); car Py=1. 1l
donnera les permutations des deux objets (n —1, ).

7. Prosiime I. — Former par ordre toutes les per-
mutations de n objels.

La classification précédente conduit 4 une solution trés
simple de ce probléme.

1° Le cercle (7 — 1) donne les permutations des deux
objets (n—1), n.

2° Pour former les P, cercles n — 2, nous placons
successivement sur des cercles, a la suite de 'objet n — 2,
les permutations données par le cercle précédent.

3° Pour former les P, cercles n — 3, nous placerons
successivement sur des cercles, a la suite de objet n — 3,
les permutations données par les cercles (n — 2) précé-
dents, etc.
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Il n’est pas besoin d’ailleurs de se servir de cercles;
nous n’employons cette expression que pour faire
image.

Les cercles (1) étant formés, nous aurons toutes les
permutations classées par groupes de permutations cir-
culaires.

8. ExempLe. — Former toutes les permutations de
quatre eléments.
1° Le cercle (3) nous donne les deux permutations
3 4 4 3.

2° Les deux cercles (2) sont donc (23 4), (2 4 3).
Ils nous donnent les six permutations

2 3 4 2 4 3
4 2 3 3 2 4§
3 4 2 5 3 2
3° Les cercles (1) sont donc
1 2 3 4 t 2 4 3
1 4 2 3 1 3 2 §
I 3 4 2 t 1 3 2

Ils nous donnent les permutations des quatre éléments
rangés par ordre et par groupes de permutations circu-

laires

1231 1423 1342 1243 1324 1432
4123 3142 2134 3124 4132 2143
3412 2314 4213 4312 2413 3214
2341 4231 3421 2431 3241 4321
9. Prosrime II. — Trouver une permutation de rang

donné p dans ce mode de classiﬁcalion.

Chaque cercle (1) donne n permutations ; si donc nous
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divisons 5 par n, ce qui donnera
9 = nQn+ Rny

nous en conclurons que la g™ permutation est donnée
par le cercle (1) de rang Q, + 1, et qu’elle est la R de
ce cercle.

Mais, pour que cette conclusion soit générale, il faut
faire la division de maniére que R, ne soit jamais nul.
R, peut donc prendre I'une quelconque des valeurs
(1, 2,3, ... n), mais il ne peut pas étre zéro. Q, peut
étre nul. En effet, supposons que p contienne 2 exacte-
ment, nous poserons

p=nQ,+ n.

La permutation de rang p se trouvera bien dans le
cercle (1) derang Q,—+ 1 et elle sera bien la ni™ de ce
cercle. La régle donnée précédemment est conservée;
elle ne le serait pas, si nous avions fait la division avec
le reste zéro.

Nous voila ramenés a trouver le cercle (1) de rang
Q.+ 1. Mais cc rang n’est pas autre chose que celui de
la permutation des n—1 éléments (2, 3, ... n) quil
faut placer a la suite de (1) pour former le cercle (1) en
question. Nous opérerons donc sur Qr -+ 1 comme nous
avons opéré sur p, et nous poserons

Qn+1 = (n_I)Qn—l+ Rp-1,

R,_, étant 'un des nombres (1, 2, ... n—1).

Cette égalité nous montre que la permutation de rang
Q.+ 1 desn— 1 éléments (2,3, ..., n) est donnée par
le cercle (2) de rang Q,_,+1 et qu'elle est la Rj_,
de ce cercle.

Nous sommes ainsi ramenés a trouver le cercle (2) de
rang Q,_,+ 1. Or ce rang est celui de la permutation
des n— 2 éléments (3, 4,...n) qu’il faut placer ala suite
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de (2) pour tormer le cercle (2) en question. Nous opé-
rerons donc sur Q,_, + 1 comme sur p et nous poserons

Qu-g+1=(n—2)Qps+ Rpyp.

En raisonnant toujours de la méme maniére, nous
aurons les égalités successives

Qn—2+1 = (n - 3) Qn—-s““ R,—3,
Qn—s‘" 1= (n — 4)ank+ Rn—s,

Qs+1=12Q:+ Ry,

R, n’étant pas nul, mais égal a I'un des nombres 1, 2.
Cette derniére égalité nous apprend que la permuta-

tion a prendre des deux éléments (n —1, n) de rang

Qs+ 1 est donnée par le cercle (n— 1) de rang Q, 1,

et qu'elle est la RS de ce cercle. Comme iln’y a qu’un

cercle n — 1, il faut que Q,+1=1 : donc Q,=o.
Nous poserons enfin, pour la symétrie,

Q2+I=I.Q1+R1,

et 'on aura R, = 1. D’ailleurs, Q. étant nul, Q, est nul
aussi.

Aprés ce travail préparatoire, on a la permutation des
deux éléments (2 — 1, n) qu’il faut connaitre pour for-
mer le cercle (2 —2) dont on a besoin. Aprés avoir
formé ce cercle, Ry fait connaitre la permutation circu-
laire qu’il faut prendre pour former le cercle (n—3).
Aprés avoir formé ce cercle, le reste R, nous apprend la
permutation circulaire & prendre pour former le cercle
suivant (n — 4), ete.

Enfin nous formons le cercle (1), et le reste R, nous
apprend quelle est la permutation cherchée dans ce
cercle.
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10. Exemrere. — Zrouver la cing cent cinguante-
cinquiéme permutation des six éléments(1,2,3, 4,5, 6).

Nous obtenons dans ce cas

Cercle (1) 555 =6.92 + 3,
»  (2) 93 =5.18+3,

» (3) 19=4.1 +3,

» o (4) 5=3.1 —+ 2,

»  (5) 2=12.0 + 2,
1= 1.0 +1I.

1° Dans le cercle (5), qui est (56), je prends la
deuxiéme permutation 65 ;

2° Le cercle (4) sera (463); je prends la deuxiéme
permutation (546);

3° Le cercle (3) sera (35_:’()_)’_ je prends la troisiéme
permutation @;32;

4° Le cercle (2) sera (24635); je prends la troisiéme
permutation (35246) ;

5° Le cercle (1) sera (135246); je prends la troisi¢éme

permutation
4 6 1 3 5 2

et j'ai la cinq cent cinquante-cinquiéme permutation
demandée.

11. Prosrimelll. — Trouver la formule du rang de
chaque élément dans la permutation de rang o.

Ce probléme parait inextricable avec les deux autres
modes de classification que j’ai donnés; on peut le ré-
soudre facilement comme il suit dans le nouveau mode.

1° Le dernier reste Ry = 1 indique (ce qui est évi-
dent) que V'élément n occupe le rang 1 dans la permu-
tation unique qu’il forme ;

2° Nous formons le cercle (r — 1) en placant cet élé-

A}
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ment 7 a la suite de » —1 : nous obtenons (z —1)n. On
voit que
L’élément n —1 a pris le rang......... I
» n » B L Ve

Puis nous prenons la R§ permutation circulaire; le
rang de chaque élément augmente de R,—1 unités;
donc

L’élément n —1 prendra le rang.......... R,
» n D e eieeeeen R; + R,.

Mais le dernier élément n de la permutation type
(n—1)n ne peut pas augmenter de rang; en d’autres
termes, cette augmentation revient a son passage au pre-
mier rang. Si donc on trouve R,~+ R, supérieur a 2,
on devra oler 2 et le reste indiquera sa place au premier
rang.

3° Placons la permutation formée des deux éléments
(n—1,n) alasuite de (n — 2); nous formerons le cercle
n — 2, et dans ce cercle

n— 2 occupera le rang......... I
n—1 » o L. Ryo+1
n » e .. Ry+Ro+1.

Prenons maintenant la R§ permutation que donne ce
cercle; le rang de chaque élément augmentera de R; —x
et aprés cela

n—2 auralerang........ . R;
n—i » R.+ R;
n » Ceeeeaeas R;—{—Rg-“—R‘g.

Mais aucun de ces éléments ne peut avoir un rang su-
périeur a 3. Or, R; étant au plus 3, il n'y a aucune cor-
rection a faire a la premiére formule. R+ R; ne peut
pas surpasser 5, mais il peut surpasser 3: on retran-
chera 3 si cela a lieu. R, + R, doit étre diminué de 2,
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s’il yalieu; Ry 4~ Ry + R; ne peut’pas surpasser 5, mais
peut surpasser 3 : on le diminuerade 3, s’il y a lieu. En
général, dans le calcul'de la somme des restes, on dimi-
nue, s'il y alieu, chaque fois une somme trouvée de I'in-
dice du dernier reste employé.

4° Placons la permutation formée des trois éléments
(n —2,n—1, n) alasuitede (n—3); nous formerons
le cercle (n — 3), et dans ce cercle

n — 3 occupera le rang........ I
n—2 Y i R3—+1
n—1 D i i e Ry+ R3~+1
n N il e R+ Ry+Rz—+1.

Nous prenons dans ce cercle la R permutation circu-
laire. Le rang de chaque élément augmente de R,—1,
sans pouvoir surpasser 4; dans cette permulation nou-
velle

n— 3 occupera le rang........ R,
n—a » e R;+ R,
n—1 P e R;— Rz —+ R,
n D R; + Ry + Rz + R;.

On calculera ces sommes avec les précautions que j’ai
indiquées précédemment.

Laloi est évidente; nous trouverons donc que, dans la
permutation de rang 2,

1 occupera le rang.. R,
2 » . R,-1+ R
3 » Ri—+Ru1+ Ry
i » .. Ry—s+ Ryp-2s— Ry + Ry
n » . Rl — Rg—r—...—1— R,,,_g—r-R,l_g—{—Rn_i—l—Rn

Nous n’oublierons pas que dans lecalcul de ces diverses
sommes les restes doivent étre pris dans Vordre des in-
dices croissants ct que, arrivé a un reste, si la somme ob-
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tenue surpasse I'indice, on la diminue de cet indice avant
de continuer.

12. Exempre. — Trouver le rang de chacun des six
éléments dans la cing cent cinquante-cinquiéme per-
mutation de six éléments.

Dans ce cas
R¢=3, Ry=3, Ry,=3, Ry=2, Ry=12, Ri=1.

Formons le tableau suivant :

I occupera le rang ....... 3
2 Y . 3+3
3 »o e 3+3+3
4 » eeeeen 2+3+3-+3
5 o e 2+2+3+3+3
6 » .. . I1+2+2+3+34+3.

Puis, en exécutant les calculs avec les précautions in-
diquées ci-dessus, nous trouverons que

1 occupera lerang ............... 3
2 O 6
3 PN . 4
1 D it iieiieeeeen 1
5 D e 5
6 L 2.

Doncla cinq cent cinquante-cinquiéme permutation
demandée est .
4 6 1 3 5 o C. Q. F. T.

13. Prosrime IV. — Etant donnée une permutation,
trouver son rang dans la classification adoptée.

Désignons par

Al, A21 A31 veey A)u

les rangs donnés occupés par les éléments

I, 20 3, ..., n.
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Nous résoudrons les équations
Rn = Al y

Rp-1+ Rp= A21
Rn——z -+ Rn—l +Rp= A37
Ro,—s+ Rpa+Rpy+Rp= A,

R|+ Ry+Rz+...+Rp3+Rpo+ Ruy+Rp= A,

Nous en déduirons les divers restes Ry, Ry, ..., R,.
Dans cette résolution, il faudra remarquer que chaque
reste est positif, différent de zéro et au plus égal 4 son
indice. Les soustractions successives auquelles on sera
conduit devront s’effectuer toutes: on ajoutera donc I'in-
dice si cela est nécessaire, et cela sera nécessaire si le
résultat trouvé est négatif. On n’oubliera pas, pour se
guider dans les calculs, qu’on fait ici 'opération inverse
de celle qui a été indiquée dans le probléme précédent.

Les restes successifs R,,, R,_i, ..., Rs, R, étant trou-
vés, on pourra en déduire les quotients successifs et par
suite g, au moyen des équations

p= nQ,+ Ry,
n= (n_ I)le—l'*"Rn—l‘*ly
Qun-1=(n—2)Quno+ Rypa—r1,

De ces formules, on peut d’ailleurs, sil’on veut, tirer p
en fonction des restes. On obtient

p=R,+n(R,—1—1)
+n(n—1)(Rpe—1)+n(n—1)(n—2)(Rps—1)+...
+n(n—i1)(n—2)...3(Rg—1).

14. ExemrLe. — Trouver le rang de la permutation
de six éleéments 4, 6, 1, 3, 5, 2.
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Nous avons a résoudre les équations
R¢=3,
Rs;+ R¢=6,
R, + Ry + Ry = 4,
R;+ R, + Rs+Rg=1,
R+ R;+ R, + Ry + Re= 5,
Ri+ Re+ Rz+ R, + Ry + Rg= 2.

Nous en concluons

R¢=3,
Ry=3,
R, =3,
R;= 2,
Ry, =2,
Ri=1,

d’ou
p=3+6.2+6.5.2+6.5.4.1+6.5 4.3.1=555.
C. Q.F. T. .

15. Tutorime IV. — Deux systémes de restes con-
jugués donnent deux permutations conjuguées a égale
distance des extrémes.

Le reste R, est 'un desnombres 1, 2,3, ..., p—2,
p—1,p. Deux de ces nombres a égale distance des
nombres extrémes 1, p se nomment conjugués. Donc, si
R/, représente le reste conjugué de R, on aura

Rpy+Rp=p-+1.
Soit un systéme de restes
Rp, Ru-1, Ra-s, ..., Rsy Ry
le rang o de la permutation correspondante sera

p=Rp+n(R, {—1)
+n(n—1(R,_g— 1 +...4=n(n--1)(n—2)...4.3(Ry—1).



(446 )

Prenons les restes conjugués
R,, R,_;, R, ..., R; Ry
le rang ¢’ de la permutation correspondante sera

p'=R,+n(Rj_;—1D+ n(n—~1)(R',,_2—1)+.f.
+n(n—1)(n—2)...4.3(Ry—1),

ou bien

p'=1+n—Ryp+n[n—R, 1 —1]+n(n—1)n—1—Rp_s—1]+...
+n(n—i1)(n—=2)...4.3[3 —Ry—1]
=1+n+nn—1—1)+n(n—I1)(n—2—1)+...
+n(n—1)(n—2)...4.3(2—1)
—[Rr+n(Rpy—1)+n(n—1)(Rpos—1)=...
+n(n—1)(n—2)...4.3(Ry—1)].

Mais on a I'identité
n—l—n(n—n—-l)—b—n(n——l)(n—z—l)

+n(n—1)(n——2)(n—3-—1)+...
+n(r—1)...4.3(2—1)=1.2.3...n,

.

done

pP=1+1.2.3...n—0p
ou bien

p+p =1+1.2.3...n,

ce qui prouve que les deux permutations obtenues par

deux systémes de restes conjugués sont a égale distance
des extrémes dans notre classification.

16. Tutorime V. — Deux permutations conjuguées
& égale distance des extrémes ont leurs éléments dis-
posés enordre inverse, ou, ce qui est la méme chose, ont
leurs éléments de méme rang conjugués.

En effet, la formule de ’élément quelconque 7 + 1 —p
dans la permutation conjuguée d’'une premiére est don-
née par la somme

’ r ’
Rp+ Ry = Rpus + Ry 4. ..+ R,
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calculée avec les précautions indiquées au n° 13. Rem-

plagons R}, R}, ,, . . . par leurs valeurs, nous aurons la
formule

(p+1—Rp)+(p@+2—Rpry)+(p+3—Rpis)
+(pP+4—Rp3) ...+ (n+1—Rp).

Pour calculer cette expression, nous ajoutons les deux
premiéres parenthéses. Si leur somme est inférieure
ap-+1,cest que la somme R,+ R,y est supérieure
a p —+1; dans ce cas, on peut metire la somme de ces
deux parenthéses sous la forme

p+2—[Rp+Rpry—(p+1)]
ou bien
p+2—(Rp,-Rpwy),

le trait horizontal indiquant que cette somme est faite
conformément auxrégles suivies danslen°13. Silasomme
des deux parenthéses est supérieure a p + 1, il faut lui
retrancher p + 1, ct dans ce cas clle se réduit a

pP+—2— (Rp—r* Bp+1),

car Rp+ Ry, sera au plus égal a p +1.

Ajoutons maintenant la troisieme parenthése. Si la
sommeest inférieure a p+ 2, c’estque R, + Ry i +Rpie
est supérieure a p + 2 : donc

Rp+ Rpi1+ Rpro = Rp+ Rppy— Rpra— (p +2).
D’ailleurs on a

p—+2—(Rp=+ Rprq) + (p + 3 — Rpaa)

=p+3—[Rp+ Rprs+ Rpra— (p+2)] :
donc

(p+1—Rp)+(p+2—Rps1) = (p+3—Rpyy)
—_—p+3—[ﬂp-l—}{[)4—l—‘“p+2]-

Si, en ajoulant la troisi¢me parenthése, nous obtenons
une somme supéricure a p +- 2, il faut retrancher p 42
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et il nous reste finalement encore
p+3—[Ry+ Rpry + Rprsl-
En continuant a raisonner de la méme maniére, nous

arrivons enfin, pour la formule du rang de I'élément
n4+1—p,a

n-1— [R,,+ Rpsi+...+ R,,].

Donc I'élément 7 + 1 — p, qui occupait dans la pre-
miére permutation le rang

Rp+Rpi1+...+R,,
occupera le rang

n—+1— [R,,—+- Rpt1=+...+ R,,].

Ces deux places sont également éloignées des places ex-
trémes.

Il résulte de la que la permutation conjuguée n’est
pas autre chose que la premiére lue en ordre inverse de
droite a gauche.

On peut vérifier ce résultat sur I'ensemble des permu-
tations de quatre objets que nous avons formées. Le théo-
réme que nous venons de démontrer réduit a moitié le
nombre des opérations a faire pour former toutes les
permutations de n éléments.

17. La solution du probléme 14 nous montre que
le calcul des diverses permutations dépend uniquement
de la connaissance des restes

Rn, Rn‘h Rn»Z, Tty R37 R?-
Or, nous savons que N
R, est I'un des nombres 123 ... n—2n—1n
R,-4 » 123 ... n—an—1
Rp—a » 123 ... n—2
R3 » 123
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Si donc nous faisons par ordre toutes les combinaisons
possibles de ces divers éléments, nous aurons toutes les
permutations des n éléments, au moyen des formules du
n°® 14. Mais ce procédé serait moins rapide que celui
que nous avons indiqué aun® 7.

On peut se demander comment il faut associer les
restes pour obtenir les diverses permutations dans I’ordre
de notre classification. Voici le théoréme qui fait con-
naitre cet ordre.

18. Tuetoreme V1. — Le tableau des restes étant
Jormé
Ry ooieinaa.. 123 n—2n—in
3 123 n—o2 n—iI
Roeovvvviions 123 n—o2
N 1234
Rageeoniiiaiats 123
Rowevevvennnan, 12
Ryeovveeeeai I,

on prend d’abord les deux derniéres lignes, et I'on
Jorme les associations successives (1, 1), (2,1). Passant
@ la ligne précédente, on forme les associations

(r11), (211), (311), (121), (221), (321).

Passant a la ligne suivante, on forme les associa-
tions

(rr11) (voarx) (1311) (r1271) (1221) (1327)
(21 101) (2211) (2311) (2121) (2221) (2321)
B11r1) B211) 3311) 31271) 3221) (3321)
(Grin) (hatn) (43110 (G121 (4231).(4321).

Passant & la ligne suivante, on associe chacun des
nombres de cette ligne successivement avec chacun des
résultats précédents, et ainsi de suite.
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Les associations finales donneront les groupements
des restes classés de facon & fournir les permutations
successives de notre classification.

En effet, si ce théoréme est vrai pour p objets, il estvrai
pour p +1; car les nouveaux restes 1, 2,3,..., p -1 in-
diquent d’aprés nos formules le rang du (p +1)™° objet.
Il faut donc que ces p + 1 restes soient groupés succes-
sivement avec chacun des groupements obtenus pour p
objets. Or le théoréme est vrai évidemment pour deux
objets; donc il est général.



