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RECHERCHE DES CERCLES COUPANT TROIS CERCLES BONNES
SOUS DES ANGLES DETERMINES ;

Par M. i5.-M. LAQUIERE.

La lecture des formules fondamentales de Géométrie
tricirculaire et tétrasphérique exposées par M. Lucas
(Nouy. Ann., 2° série, t. XV, p. 501) nous remet en mé-
moire une formule que nous possédons depuis une quin-
zaine d’années environ, représentant Péquation de P'en-
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semble des huit cercles qui coupent trois cercles donnés
sous des angles déterminés.

La détermination d’un tel cercle nous avait vivement
préoccupé a cette époque: nous en possédions plusieurs
solutions, les unes géométriques, d’autres analytiques:
enfin notre ami, M. Halphen, alors au début de sa car-
riére scientifique, avait ajouté a ce nombre une solution
analytique des plus ¢élégantes, dont nous regrettons la
perte parmi la plupart de nos notes égarées pendant le
siége de Strasbourg.

Nous ne donneronsici que 'unc des solutions géomé-
triques, absolument élémentaire ('), et nous la ferons
suivre de la formule dont nous venons de parler.

Les théorémes suivants sont évidents sur simple
énoncé :

1. Les deux cercles C, C' passant par les points d’in-
tersection de deux cercles C,, C, et ayant leur centre
en Uun des centres de similitude S, S de ces derniers
sont bissecteurs de leur angle (réel ou imaginaire)
d’intersection.

II. Les deux cercles se coupent entre eux a angle
droit. Le rayon de chacun est la racine carrée de la
puissance composée des deux cercles par rapport au
centre de similitude qui lui sert de centre.

11I. Uncercle, dont la corde d’intersections alternée
avec l'un et l'autre cercle passe au centre de similitude
des points d’intersections, est isogonal aux deux
cercles.

IV. Les cercles orthogonaux a Uun des cercles bis-
secteurs forment des séries de cercles isogonaux aux

(') Une autre donncnt les mémes résultats était obtenue par la
méthode de transformation par rayons vecteurs réciproques.

Ann. de Mathémat., 3° série, t. II. (Juin 1883.) 18
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deux premiers dont le cenire de similitude est centre
radical commun a toutes ces series, parmi lesquelles
comptent les séries de cercles orthogonaux et de cercles
tangents a la fois aux deux.

V. 8i Uon considére trois cercles Cy, Gy, Gy, la ligne
S:8, S, de leurs centres de similitude est I’ axe radical
commun & toute la série de leurs cercles isogonaux,
serie dont font partie le cercle orthogonal et le cercle
tangent auxr trois cercles.

Dans la combinaison des centres de similitude, il
est nécessaire que les similitudes inverses entrent en
nombre pair o ou 2. Les diverses combinaisons de si-
militude directe ou inverse correspondent aux diverses
combinaisons de signes des angles d’intersection comptés
a partir de la circonférence sécante commune.

Prosrime. — Construire un cercle T coupant un
cercle donné C sous un angle o déterminé et passant
par deux points fixes A et B, réels ou imaginaires con-
jugués.

Premier cas : A et B récls. — Soient p le rayon du
cercle T' cherché ct r celui du cercle C; le cercle TV con-
centrique a T’ et de rayon g'= g 4 r cosa est orthogonal
au cercle C' concentrique a C et de rayon r'=r sina. Il
sera de plus tangent aux cercles décrits de A et B comme
centres avec r cos 2 pour rayon, quenous désignerons par
cercles A, B.

Construisons le cercle auxiliaire A’ passant par les
points d’intersection des cercles A et C', et dont le centre
de similitude avec A soit le centre de C'. Les cercles A
et A’ ayant (! pour bissecteur seront coupés isogonale-
ment par les cercles orthogonaux a celui-ci. Par suite,
le cercle tangent aux trois cercles A, A’, B ne sera autre
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que le cercle 1V, et les éléments de I' sont ainsi déter-
minés.

Second cas : Les points A et B sont imaginaires
conjugués, intersections de la droite L et d'un cercle S.

Le cercle T passant par A et B doit alors avoir la
droite L comme axe radical avec S. Il a donc comme axe
de symétrie le diameétre de S perpendiculaire i L. De
plus, tous les points de L ont méme puissance par rap-
port aux deux cercles. Le cercle ' est donc orthogonal a
tout cercle ayant son centre sur L et orthogonal a S.

Le probléme précédent donne la solution du cercle
coupant trois cercles donnés sous un méme angle déter-
miné. 1l donne sans plus de difficultés la solution du
cercle coupant trois cercles donnés sous trois angles dé-
terminés, solution fondée sur l¢ théoréme suivant :

TutorEME. — Soient ry, rq, 1y les rayons de trois
cercles C,, C,, Cy de centres Oy, Oy, O35 le cercle T
qui les coupe respectivement sous les angles «,, ay, a3 a
pour axe radical avec leur cercle orthogonal S une
droite dont les points My, My, M, d’intersection avec
les lignes des centres O,Q,, 030, 0,0, détachent a
partir des centres des segments détermines par les
rapports

M; Oy hy M, 0O, Ay M0,

Ay
23, 22

M,O0, ~ X' M.0, x M™MO0; 3

\ b .
ot lon fait
A= r;€08%;, Ag=rycosay, Az= r;cosa;.

2Xy, 2he, 2}y €tant respectivement les longueurs des
cordes coupant les cercles O,, O,, Oy sous les angles
complémentaires de a,, @y, a;.

Démonstration. — Considérons deux cercles Gy, C,;
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tous les cercles = orthogonaux 4 la fois 4 ces deux cercles
ont leurs centres sur I’axe radical L de C, et C, et ont
réciproquement pour axe radical commun laligne O, O,
de leurs centres. Le point M; d’intersection de celle-ci
avec I'axe radical de I'un quelconque des cercles X avec
le cercle T de centre w, coupant C, en m,n, sous
Pangle 2, et C, en myn, sous I'angle «,, est donc centre
radical de T et de toute la série des cercles T orthogo-
naux a C, c1 C,.

Soit un sccond cercle I coupant C, suivant m ', et
C, suivant m', n), sous des angles a la fois égaux ou sup-
plémentaires des angles «,, «, d’intersection de ces cercles
et de T. Les cordes m,m, n,n,, mym,, nyn, joignant
les points d'interscction correspondants d'un méme
cercle C; ou C; avec les deux cercles T', I également
inclinés sur lui sont les unes et les autres isogonales aux
deux cercles T, I’ comme cordes sous-tendant dans le
cercle G, ou le cercle C, un arc dont les extrémités cou-
pent T' et I” sous le méme angle. Elles concourent donc
en un centre S de similitude direct ou inverse des cercles
I, T, suivant que les angles d’intersection seront égaux
ou supplémentaires. Le cercle S déerit de leur point de
concours avec un rayon dont le carré s* égale.la puis-
sance composée de T et I par rapport au point S (cercle
bissecteur de T et ") sera orthogonal a la fois aux
cercles C, ct C, dont la puissance par rapport a S est
précisément la puissance composée de ce point par rap-
port aux cercles I et I, Il appartiendra donc a la série T

s2=Sm;.Sm; = 8Sn;.Sn = Smy.Sm,y = Sn,.Snj.
L’axe radical des cercles T et I, commun avec S, est

donc axe radical de T et d'un cercle de la série I des
orthogonaux communs a C, et C,. Il passe donc au
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centre radical M; commun au cercle I' et a toute la sé-
rie Z.

Le centre radical My, commun & la série = de tous les
cercles orthogonaux a la fois aux deux cercles C, et C,
et a un cercle T' les coupant sous des angles a, et «,, est
donc également commun a la série des cercles X et i tous
les cercles I formant deux séries dont 'une coupe C, et
C, sous les angles o, et a,, et 'autre sous les angles
supplémentaires = — a, et © — a,.

Cette observation suffit a4 déterminer le point M, sur
la ligne des centres Oy, O,. Clest, en effet, le point de
concours sur cette droite des deux transversales symé-
triques coupant les deux cercles C, et C,, I'une sous les
angles donnés a,, a,, 'autre sous les angles supplémen-
taires — a,, — a,. Ces transversales nc sont autres que
les cercles a courbure nulle de 'une ¢t I'autre série T
Les cordes interceptées par la transversale sont tangentes
aux cercles de centres Oy et O, ayant A, et A, respective-
ment pour rayous, et, par suite,

M;0;, A

M;0, ~ A

Soient maintenant les trois cercles C,, C,, C; que le
cercle T doit couper sous les angles a,, 2., 2. L'axe ra-
dical A de celui-ci avec le cercle orthogoual a la fois aux
trois coupera les lignes des centres en trois points M,
M,, M, déterminés par les relations énoncées ci-dessus.
Il pourra donc étre construit comme coupant I'un d’entre
les cercles Cy, C;, C; sous I’angle voulu et ayant avec
leur cercle orthogonal un axe radical connu.

Les diverses combinaisons de signe des valeurs A, h,,
A3, dont la grandeur absolue représente la longueur des
cordes interceptées dans chaque cercle par le rayon du
point d’intersection dans le cercle T, déterminent quatre
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droites Ay, Ay, Ay, A;, & chacune desquelles correspon-
dent deux solutions a angles d’intersections supplémen-
taires pour lesquelles, dans I'une et dans I'autre, les trois
Asont a la fois changés de signe. Ces deux cercles sont
également inclinés sur le cercle orthogonal, leur bissec-
teur. On trouve ainsi les huit solutions obtenues par
toutes les combinaisons de trois angles et de leurs trois
supplémentaires.

Observation importante. — Si I'on fait varier ky, i,
Ay proportionnellement, les points My, M,, M, restent
invariables; d’ou Ia remarque fort intéressante que 'axe
radical d’un cercle quelconque avee le cercle orthogonal
a trois cercles donnés lui est commun avee toute la série
des cercles pour lesquels les cordes %y, Ky, A; ou les co-
sinus des angles =, 2., a; d'intersection varient propor-
tionnellement. Le cercle orthogonal pour lequel ces va-
leurs sont nulles appartient a toutes les séries.

Remarque. — Dans la figure que 'on construira pour

\
) i \

Z o AN e v,
Bl T

suivre la démonstration précédente, les droites m,m,,
r ’ b ' ’ )

m',m’, d’'une part, nyn,, n\n, d’autre part, concourent

en un point R sur I’axe radical uv de T et I, puisque le



(279 )
quadrilatére m,m| m,m, est inscriptible, et, par suite,
Rm,.Rmy=Rm' Rm,.

Recherchons maintenant I’équation de I’ensemble des
huit cercles qui coupent trois cercles donnés sous trois
angles déterminés.

Désignons par

1, 2, 3 les trois cercles donnés;;

, B, r, C, avec les indices correspondants, les coordon-
nées cartésiennes du centre, le rayon et la puissance
du point quelconque (x,y) par rapport a l'un des
cercles

A, B, R, T, mémes quantités par rapport au cercle T
cherché;

v, angle de T et de C (avec I'indice correspondant);

}.=— ar cosy, corde interceptée par C sur le rayon de
I' allant au point d’intersection. L’angle ¢ est celui
des rayons des deux cercles;

d, distance des centres de T et C.

L’équation de I'ensemble des cercles T' coupant (1),
(2), (3) sous les angles ¢y, 2, ©; sera le résultat de1’éli-
mination de A, B, R entre les quatre équations

T'=o,
(1) R
d?= R2-+ r2+ AR,

Iéquation en d étant reproduite trois fois avec les indices
1, 2, 3 aux quantités d, r, A.
Or, si I’on observe d’'une maniére générale que
d?= (a— A2+ (8 — B)2= R2+r2+ AR,
C=(z—a)2+(y—B)2—rs
T =(z—A)+(y —B)—Ry,
retranchant membre & membre I'équation en d de
Péquation T, on remplacera le systéme (1) par le sys-
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témc équivalent

(r—Ap+(y —Br=R?
(2) dC dG
—A)== r—B)=— + AR = C.
(z Vg 0 Yoy +
Les trois équations obtenues en donnant successivement
les indices 1, 2, 3 a C dans I'équation de la seconde ligne
déterminent les valeurs de (& — A), (y —B), R qui,
portées dans I'équation de la premiére ligne, donnent le
résultat de I’élimination, ou équation du lieu cherché.
Si A représente le déterminant
dC dC
—— 2 A=A,
dr dy
et X, Y, Z les résultats de la substitution de C aux quan-
tités contenues respectivement dans’la premiére, la
deuxiéme et la troisiéme colonne, 1'équation cherchée
sera

(3) Xo Yo 22,
soit

dG | |t | dC : | dC dC 2
W e S| L enf=|% &l

ou, en sc servant des coordonnées homogeénes et faisant
ensuite z =1,

dc
dy

: | dC
| dr

dC dC dC

\ LI
l co[=i% % &

o |c

Ces équations se prétent a plusieurs remarques inté-
ressantes

I. Si l'on fait a la fois A = A= k3= o0, I'équation
sc¢ réduit a Z = o. Sur la forme (5), on lit immédiate-
ment que les polaires des points du cercle orthogonal
par rapport aux trois cercles sont concourantes, et par
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la symétrie des équations aux dérivees partielles qu’elles
concourent en un point du cercle.

II. Si V’on cherche ’intersection du cercle Z = o avec
les divers cercles du lieu, on reconnait que I'équation (3)
ne peut étre satisfaite avec Z == o que si I’'on a conjoin-
tement X =o0 et Y == o, comme dans le cas du cercle
orthogonal, ou bien qu’il est nécessaire que le dénomi-
" nateur commun A soit nul. Les cercles du lieu coupent
donc le cercle orthogonal au méme point que le lieu
A = o, soit

z—a y—5B A
A=|axz—a y—Bs X |=o,
r—az Yy — pa A;

e

dans lequel on reconnait aisément la droite M;M,M,
définie plus haut. Son équation, évidemment linéaire
aprés le choix des signes fait sur cos¢ pour chacune des
quantités X, est, en effet, satisfaite en posant, pour le
point M,

r—a _y—05 _)\1_\/(1‘—11)2-4'(}’—;51)2_5'1301
T—ay y—B8y A V(Z —a )+ (y — B M,0,’

et de méme pour M, et M,.
III. L’équation du systéme des huit cercles peut se
mettre sous la forme d’un déterminant, tel que
X Z+Y Y Z4+X|_
Z-Y X Z—X Y |T*

=o0, ou bien

ou l'on fait

et
dC
x_l ¢ T x‘,
dGC .
Y——_I% C A ’,
Zz’dc dC



dC dC L1l dC o dG dcG
Z+Y__l—— @—)\ Ll_ Tr @—-)\ Z )\y'

dC dC . dC dC dC
L-Y=\Z% &+ 0!* el e |

Avec un choix préalable des signes de coso, I'équation
ne représente qu'un groupe des deux cercles conjugués.

En supposant le centre des coordonnées au centre du
cercle orthogonal de rayon p (réel ou imaginaire), I’équa-
tion de I'ensemble des deux cercles conjugués ayant le
cercle orthogonal pour bissecteur s’obtiendra fort sim-
plement. On a, d'une maniére générale,

ay,

a a
C=az*+y'+o2ax+2by 4 p2=o 2,
” \b1, b2, b3

d’ou, en posant, pour simpliﬁer,

I

l
!
|
1

S = O O~

Al
-
s
B

Sz 2 -
I

{8 -8
-

I

2

le dernier déterminant étant le double de la surface du
triangle des centres O,, O,, O, et le premier, le double
de la somme des produits des triangles que le centre O
du cercle orthogonal forme avec deux des centres, parla
corde A détachée sur le troisiéme cercle par les rayons
du cercle Ty on aura
tA=Mz+ Ny+L,
31X = M(z22—)2+ p?)+2Nzy +2Lr
=22(Mz + Ny + L) — M(22+ y2— p?),
Y=N(y2— 22+ p2)+2May+ 2Ly
=2y (Mz + Ny +L)— N(22+ y2— p?),
1 =—8T(2*+y*— p?),

(X1

ou
A= 4(Mz + Ny L),
X=2A— 2312,
Y=yA—2NZ,
=—8T3,
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en représentant par X la puissance du point quelconque
(x,y) par rapport au cercle orthogonal

E:x2+y$_p!’

et P'équation (3) devient homogéne et du second degré
enlAetl :

432(M2+ N2—16T2) + 4LEA + p2A2=o,

do . c z c
ou ]CS d(:‘llX va]eurs con‘|uguees de K representant les

deux cercles également inclinés sur le cercle orthogonal
correspondant aux valeurs de A respectivement changées
de signe

DN —L=+=yL2—p2(M2+ N2 —16T2)
AT 2(M2+ N2—16T2) ’

Les valeurs des coordonnées A et B du centre cherché
et sonrayon R seront donnés par les expressions

X z

A:x—K :2MK,

Y z

B:y———A— =2N-A-y
7 3

faciles a counstruire.

Les raisonnements ct les calculs qui précédent reste-
ront les mémes si de la Géométrie plane on passe i la
Géométric a trois dimensions, et la détermination de
seize sphéres coupant quatre sphéres (1), (2), (3), (4)
de centres Oy, O,, O3, Oy, et de rayons ry, 7y, 1’5, 75 s0US
des angles donnés o4, ¢a, ©3, ¢4, sera tout aussi simple.
En posant A =—r cos9, c’est-a-dire désignant par X la
longueur interceptée par la sphére de centre O sur les
arétes du cone ayant son sommet au centre de 'une T
des sphéres cherchées, et pour base le cercle d’intersec-
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tion (réel ou imaginaire avec I’angle ¢), on déterminera
le plan radical de la sphére S et de la sphére orthogo-
nale ¥ aux quatre sphéres données par la position des
six points M d’intersection de ce plan avec les arétes du
tétraédre des centres. Le point M,, ou le plan radical
coupe I'aréte O, O, est déterminé par la relation
M0
M0, %
Ce plan déterminé, la construction sera ramenée i la dé-
termination sur le plan diamétral commun a la sphére
orthogonale et 2 I'une quelconque des quatre, ainsi qu’au
plan radical, du cercle coupant sous un angle déterminé
le grand cercle de la sphére choisie et ayant avec le
grand cercle de la sphére orthogonale la trace du plan
radical pour axe radical.
L’ensemble des seize sphéres de la solution sera donné
par 'équation
X2+ Y24+ Z2= U2,

ou X, Y, Z, U représentent les déterminants résultats de
la substitution de S avec 'indice convenable respective-
ment aux termes des premiére, deuxiéme, troisiéme et
quatriéme colonnes du déterminant

_|ds as as

“|dr dy ds
qui représente le plan radical des sphéres T cherchées
et de la sphére orthogonale aux quatre sphéres données

A | (A==rcosy),

représentées par |’équation générale
S=(z—a)l2+(y—B)2+(z—y)2—rt=o,
avec les indices 1, 2, 3, 4.

Représentant de méme par L, M, N, P, 6V les déter-
minants

L=|a & ¢ X|, M=|1 b ¢ 2|, N=]a 1 ¢ A|
P=|la b 1 |, 6V=|a b c t]
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ou les sphéres ont pour équation générale
2+ 2+ 2+ ar+by +c+p2t=o

rapportée au centre de la sphére orthogonale, on obtien-
draii I’équation de I'ensemble des deux sphéres conju-
guées ayant le plan A radical commun avec la sphére
orthogonale et pour lesquelles celle-ci est bissectrice du
diédre courbe d’intersection.

Représentant par T = x2+4 y2+ z2— p? la puissance
d’un point par rapport a la sphére orthogonale, I’équa-
tion de 'ensemble des deux sphéres conjuguées a inter-
sections supplémentaires avec les quatre sphéres s’ob-
tiendra comme celle des deux cercles conjugués. On a,
en effet, immédiatement, aprés le choix fait sur les signes
de cos® pour séparer les seize sphéres S en huit groupes
a intersections correspondantes supplémentaires dans les
deux conjuguées :

X = 2 — {ME,
Y =yA — {NZ,
Z=13zA—4PX,

U=—48VZ;
d’ou
1632(M2+ N2+ P2—144V2) + 8LAZ + p?At=o0
ct enfin
L —L=yLr— pr(M2+ N2+ P2—144V?)
AT 4(M24-N2 4+ P2—144V?)

L’uue des sphéres correspond au signe + affecté au ra-
dical; la sphére dont les angles d’intersection avec les
quatre sphéres sont respectivement supplémentaires cor-
respond au signe —. .

Les diverses combinaisons de signes pour les quatre
cosinus donnent huit groupements, soit huit plans A ra-
dicaux des huit groupes avec la sphére X orthogonale
aux quatre sphéres données.
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Les coordonnédes du centre ct le rayon de la sphére
cherchée seront donnes par les valeurs

z
A=4MZ

P Bz4\’§, C= 4P§, R:_4sv§.

Nous terminerons par quelques détails surla construc-
tion du cercle T coupant un cercle donné C sous
I'angle © et ayant avec un autre cercle X I’axe radical
déterminé A.

Si, d’'un point quelconque de A pris pour centre, on
décrit un cercle auxiliaire I orthogonal au cercle X, il le
sera également au cercle cherché T. Si, en outre, on
décrit avec 7 sing pour rayon un cercle C’ concentrique
au cercle C, il sera tangent au milieu de la corde inter-
ceptée sur C par le ravon d’intersection de T et, par
suite, orthogonal au cercle de rayon R + 7 cos¢ concen-
trique a T. Le centre du cercle cherché est donc I'un des
deux points d’intersection de la perpendiculaire A menée
du centre de I a 'axe radical A ct de la conique ayant
pour cercles focaux le cercle auxiliaire J et le cercle de
rayon r sin g concentrique a C avec une différence de dis-
tances tangentielles égale a r coso.

Cette remarque relie la construction obtenue par les
raisonnements ci-dessus 4 la solution du probléme qui
consisterait a considérer le centie _cherché comme situé
sur les coniques avant pour cercles focaux les cercles
concentriques a Gy, Gy, €, etderayons r, cos @y, 1y €059y,
rycosg, avec des différences de distances tangentielles

rysing; — rySingy, riSiNO;— r3sings, 7SNy — 38N 0.

La dircctrice de la conique correspondant au cercle
focal 1 n’est autre que Paxe radical de celui-c1 avee le
cercle C dont tous les points sont a une distance tangen-
ticlle 7cose du cercle focal C'. La conique est donc dé-
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terminée par les deux points d'intersection de I et C avee
les tangentes en ces points, et par les points faciles a dé-
terminer sur les tangentes communes aux deux cercles
focaux. Son excentricité, égale au rapport de la distance
tangentielle au cercle et a la distance 4 la corde de double
contact, sera déterminée au moyen de 1’un des points si-
tués sur les tangentes communes aux deux cercles focaux
conjugués. Elle est donc complétement déterminée, et la
solution graphique du probléme est compleéte.

La détermination des cercles coupant trois cercles
donnés sous des angles donnés, ou des sphéres coupant
également sousdes angles donnés quatre sphéres données,
est ainsi obtenue au moyen de constructions n’exigeant
que la régle et le compas.




