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SUR LES TRIANGLES Cﬁ!\'JlIGUE'S A UNE CONIQUE
ET SUR LES TETRAEDRES CONJUGUES A UNE QUADRIQUE;

Pir M. HUMBERT,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Bar-le-Duc.

Je me propose d’exposer dans cette Note, relative-
ment aux triangles polaires des coniques, aux diamétres
conjugués dans les surfaces du sccond degré et aux té-
iraédres polaires de ces surfaces, une méthode de calcul
que je crois nouvelle.

Triangles polaires des coniques.

1. Nous supposerons I'équation de la conique donnée
en coordonnées homogénes; soit

1 A2 — N2 - A"52 — 9 Bys +2Bsr - 2B"ry =o

cetle équaltion.
Le premier membre peut se mettre identiquement
sous la forme
P2 . P2 P2
oa P, P', P" désignent des fonctions lindaires et homo-
génes de x, v, z,
P=ar —by —cs.
[ 1 N . v !
P=ar-+-0y +cs,
Pr=da'w-- Uy 5.
Introduisons maintenant les neuf cosinus directeurs
de trois droites rectangulaires «, 8,v, o, %, ¥, «, %", v,
¢t choisissons le systéme pour lequel leur déterminant

4 \ » N
232" est égal a4 1.
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Nous avons 'identité

P2 P24 P2=(aP o' P --o'P")2
(2) —F(QP—‘“ Byl)l . B!IPII).IJ_(YP +YY})7+‘{”PN)2

ou
P —P2— P2 =Q2+ Q2+ Q",
en posant
Q=aP —a'P+a’"P’
(3) Ql;gpﬂ_gll)l“_gllr)”y

Po_uD ! "o
Q yP =y P =P

Les trois droites Q=o0, Q'= 0, Q"= o sont les trois
cOtés d'un triangle polaire dela conique (1),et, sil’on y
regarde o, B3, v, o/, &,/ o/, 3", +" comme neuf quantités
variables lides par les six rclations connues, on voit que
. . ’ ’ b4 A e
ce sont les équations générales des trois cotés d’un
lrianglel polaire de la conique (1). Les expressions géné-
rales des coordonnées des trois sommets d’'un triangle
polaire s’obtiendront en résolvant les trois systémes
d’équations

i

) Q' =o,
( Q”:O7

Q"=o, (Q
( o, Q’

Il

o,

{
(4) (

'~
i

par rapport a a, v, 3.
Résolvons le premier systéme, nous aurons

?'P_Y_ ?,’P'.;_ gupr/: 0,
‘;P—»‘{/P'—#‘[”P”: o;
d’ou
P__ P P
(S/Yﬂ) - (YIB”) - ‘3\‘,/) - 7
Or on a

(BY)=2 (=2, Y)=¢,

et’on peut multiplier toutes les coordonnées homogénes
@’un point par un nombre quelconque. Donc un sys-
téme de valeurs des coordonnées homogénes du premier
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sommet sera donuné par les trois équations
‘) — a, l’)’ — 1’, PII = all’

ou
ari+by), +c3 =a,

azy by +cs =a,
'y 0"y — "3 ="

On en tire
x = (b'")ya + (b"c)d' + (bc')d’,
(5 yi=(cd")r —(c"a)a’— (ca')a".
5y =(a'd")x — («"b)x + (ab')a",

. ; \ e
de méme, en résolvant les deux autres systémes d’équa-

tions (4),

]

2= (D)8 4 (8¢ ) B+ (be') B,
s = (') (a) ¥ —(ca) ¥,
52 — ((l'b”)? o (allb)?)l_‘_(ab!)gll;

(6) :
(=0 = (e — (Be)y = (be)T,
(

"=

ys=(ca")y+ (c"a)y — (ca')Y",
sy =(a'd")y—(a"b)y' — (ab')y".

)

Telles sont les expressions générales des coordonnées
des trois sommets d’un triangle polaire quelconque
d’une conique.

2. Rappelons que les coefficients a, d,c, o/, ¥/, ¢/,
a’, ", " sont liés aux coefficients A, A’, A”, B, B, B,
par les relations suivantes :

A =a+a? +a",
A'=02 + b2 4572,
A'=r¢c? + 2 + "2,
B =bc+bc+ b,

"

B'=ca—+ca—+ca
B/l = ab + alb! -+ aﬂb//.

(8)

.

Eu tenant compte de ces relations, on a, entre x, SETEIT
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Xyy 02y Tay Xyy) gy 33, les relations suivantes :

el zl = AA - B2 =,

Yi+yi—ri= VA —=Bi=a),

s+ sy —357 =1\ B2=.",
‘o i yass— yya = BB — AB = W,
Syxy - 5y sz =B"B A'B = b

iy 2y, —ayy; = BB — A"B"=1\";

les cocfficients &, &'y A7, b, W', 9" sont les coefficients

dela forme adjointe ou de I'équation tangentielle.

Remarque I. — Dans le cas général ou le discrimi-
nant n’est pas nul, les trois points 1, 2,3 ne sont ja-
mais en ligne droite, car le déterminant des lettres
Eiy Y ay Bes X2y ay Tay Ly, Vi, 23 est égal au déterminant
des neuf cosinus, multiplié par le suivant

(blc//) ([)”(') ( [)C,)

(da"y (a) (ca') |,

(a'0") (a"b) (ab')

qui est égal au carré du déterminant des fonctions li-
ndaires P, P, P”, ¢’est-a-dire au discriminant. Nous ne
nous servirons de nos formules que dans ce cas.

Remarque 11. — Au licu de I'équation ponctuelle,
on et pu sc donner V'équation tangentielle de la co-
nique sous la forme

o) \u2- A2 - A"w? —oBew 2Bwu + 2B'uw =o;

on et obtenu de la méme facon les coordonnées homo-
génes des trois cotés d’'un triangle polaire quelconque.
1l v’y a qu'a mettre, dans (5), (6), (7), u, v, wala
place de &, ¥, z, pour les obtenir. De méme, en mettant
u,vyw a la place de 2,3, = dans les relations (g), on
aura les six relations ui existent entreles neuf coordon-
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nées homogeunes des trois ¢dtés d'un triangle polaire quel-
conque; Ao, Ay A, Wy, seront ici les coefficients
de la forme adjointe a la forme (10), c’est-a-dire de
I’équation ponctuelle de la conique (10).

3. On obtient aisément de nouvelles relations en ré-

solvant (5) par rapport a a, o/, o’, de méme (6) par rap-
. ot h / .
porta B, B &, (7) par rapport & 7.7, 7"

[ Ar=aux; + by, —c3 =D
Ad' =d'wry — 0y + '3y =D,
A =da"xy + by - "5 =P,
A =axy -by, 4¢3, =Py
(i A =d'ry — Uyy— 3y =1
AV =d"ry = 0" yy — "3, =P

A‘f = axy -- [)‘l'(; —C5y = I),;.

A== awy -0y + 5y =P,

AV =y — 0"y - sy = P
De ces relations, on déduit encore

3 15
/ ,)I’ o l)tz _ ])1-’ = A2,
P24+ PR P2=2

3 9 = AZ,

P} 4+ PP+~ P2 =

3 - A

2 2 D2 __ A2

2 P o-P? = A2

e 'y 9 _
P2 P - P = A2

[ o e an.
P e PR PR = A2

(12)

Adésigne le déterminant des fonctions linéaires P, 17, P,
dont le carré A2 est le discriminant de la conique.
4. Cherchons maintenant si une conique

\e(z.v.3)=axr— a'y? -+ a's?
(13) I ’ v ,
! ~-2bvs - 2b's0e - 2y =0

est ou non circonscrite 4 un triangle polaire de la co-
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nique (1). Il faudra pour cela que les trois équations

(T, y,3)=axt +ay}+...+201y,=o0,
(29, ¥2,82) = axs +a'yy ...+ 2023y = o,
G(&3,¥3,33) = ar; +~dy;+...+20'z;3 =0

\

soient simultanément satisfaites; leur somme devra étre
nulle, et 'on aura
(@1, ¥1,51) - e(re. 29, 52) + ©(x3, 13, 33)
=ad+ a' b ...+ 20" =o.
Ainsi, pour que la conique (13) soit circonscrite a un
triangle polaire de (1), il est nécessaire que la relation

al +~a A+ a" A" —. . .+ 20" =0

existe entre les coeflicients de 1'équation ponctuelle de
la premiére et de I'équation tangenticlle de la seconde.

Je dis que, réciproquement, si cette relation est exacte,
la conique (13) est circonscrite 4 une infinité de triangles
polaires de (1); car, prenons un point quelconque de
(13), nous pouvons déterminer «,d’, 2’ de facon que
Xy Y1, 24 soient les coordonnées de ce point; la polaire
de ce point par rapport a la conique (1) coupe (13) en
deux points; nous déterminerons 3, 3, 3” de facon que
Xy, 32y 72 coincide avec I'un de ces points; alors les
neuf cosinus dirccteurs seront parfaitement déterminés
et I'on aura

(X, 24,51) = 0. ©(I3 V2, 52) =0, G + ¢

-G

2+ 03 = 03

donc 93 = o, et le troisiéme point est aussi sur la co-
nique p = o : c’est le second point ou la polaire du pre-
mier, rclative a (1), rencontre la conique (13). Donc

W

ato+a' ' —...+2b"UW" =0

est la condition nécessaire et suffisante pour que la co-
nique (13) soit circonscrite a unc infinité de triangles



(173)
polaires de (1); il y a un pareil triangle pour chaque
point de la conique (13).

Remarque. — Le point (xa, 4, 25) étant déja sur la
polaire du point (24,71, 21), quels que soient §, ', B7, il
n’y aura qu’une relation a établir entre §, 3/, 3" pour que
Je point (s, 2, 22 ) s0it aussi sur la conique ¢ = o.

5. Enfin, si l'on se place au point de vue des coordon-
nées tangentielles,

ado+ a' '+, .. 28" =0

est la condition nécessaire et suflisante pour que la co-
nique (1) soit inscrite dans une infinité de triangles po-
laires de (13). On obtiendrait ce résultat en se servant
des formules analogues relatives aux coordonnées tan-
gentielles.

Systeme de diameétres conjugués dans les surfaces
du second degreé.

6. Nous regarderons (1) comme étant 1'équation du
cone des directions asymptotiques d’une surface du se-
cond degré i centre unique, et x, y, z comme étant pro-
portionnels aux cosinus directeurs d’une droite passant
a Vorigine (c’est ce que nous nommerons des coeffi-
cients directeurs). Alors &y, yy,21y Xay ¥y 32, L35 Y3523
seront les expressions générales des coeflicients direc-
teurs de trois directions conjuguées de la surface.

I’équation de la surface rapportée a son centre pourra
se ramener a la forme

Az + A'y'+. .4+ 2By =1 ou P2 P2+ P2=1,

en prenant pour origine le centre de la surface.



(171)
I.a relation
a s —d' S = 20" W =0

est la condition nécessaire et suffisante pour que le cone
(13) soit circonscrit 4 une infinité de triédres polaires
du cone (1), et aussi pour que le cone (1) soit inscrit
dans une infinité de triédres polaires de (13).

Applications. — Nous allons donner diverses appli-
cations de nos formules, Calculons d’abord les coordon-
nées X, Y, Zy, Xo, Yo, Zo, X3, Y3, 75 des extrémités
de trois diamétres conjugués quelconques. On a

N

1

= =A;

AYRR T

Ty Y1

l

Al

en exprimant que Uéquation de la surface est salisfaite
p
pour X =x, Y =y,Z=z,0na

PRTE (- U U B

ou, d’apres (12), .

N 1
ATAT =, A = o=
A
On a donce
b Ty 14 . z,
X, ==, Y, — = 17o= =,
\ 1 1 1 1’ 1= 3
. x; 7, , K
(13) ’a A Tz ,:-':I), /13:—:21
: r . )3 P =4
N, =22 Y=< .= .
{ 3 A’ 3 A, 3 A

Cela posé, appelons d,,d., d; les longueurs des trois
demi-diamétres conjugués, nous aurons

9 9 9

s B T

di = ——1—1,

2 9 >

. ,  ay-eyioz?
(15) (di="2__J2 72

2 EY

(13
-y

2 '7..-: + "'2‘ -
(1; = e .




1° La somme des carrés des longueurs de trois dia-
métres conjuguées est constante.

Car, en ajoutant les trois égalités (15), on a

=

(16) & e dy - dy =

2° La somme des projections de trois diamétres con-
jugué.s‘ sur un axe quelconque est constante.

Car on peut regarder 'axe des x comme une droite
quelconque passant par le centre, et, d’aprés (14),on a

2 2 2
.o o Ly T{-txi 47, -
\1+X.2—e—\3 = ——AT— — _S_Q.

3° Le volume du tétraédre ayant pour arétes trois
demi-diameéetres conjugués est constant.

En effet on a

Xi Yy 74 o I Y
. 1

(7) 6V=| X5 Y, Z |= I Ty Yo Sa s
Xs Y3 Zg Ty Y3 53

et nous avons vu que le déterminant (x, y, z,) est égal
a A?; donc

(18) 6V —= 3'

7. En cherchant les coordonnées du pole du plan des
extrémités de trois diamétres conjugués, on arrive a une
(uatriéme propriété.

En effet, le plan des trois extrémités a pour équation
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Le pole est a I'intersection des trois plans tangents

PP+ P, P+ P} P'= A,
PP+ P, P P, P" = 3,
P;P - P, P'+ P, P"= A.

Remplacons dans ces équations Py, P,, ... par leurs
valeurs tirées des égalités (11), nous aurons

‘ aP + o' P+ a"P"=1,
(20) ' BP+ 8P+ B8P =1,
yP-= P ++yP'=1mn
d’ou
P=a—+3+y,
’

P'= o
P = o §//+ Y”‘

Il n’y a donc plus qu’a résoudre les égquations
y P q

aX+0Y —cl =2+ 8+,
aX+-b0Y +c'7 =2 = ‘3’ an Y,'

a'X - 'Y - "7 = 11/+ Bll_e_ .{"’

pour avoir les coordonnées X, Y, Z du péle du plan (19).

On a ainsi
I Sy AN

X = —_—

\ . _1‘1 —L—“"Z.L—,.';"’
A

7 -3 - Zp -5y

A

Cela posé, I'équation de la droite qui joint origine au
pole est

T_Y_2_)
N Y- z°°

En exprimant que le point (r, y, z) estdansle plan (19g),
on a

h=

1 -
347
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donc les coordonnées de ce point sont
Xy — Ty T
=127
3a .
_ Y1ty s
Yarye Vs
3A
[ s

3A

Donc : la droite qui joint le centre d'une surface du
vecond degré & centre unique au pdle du plan qui
passe par les extrémités de trois diametres conjugues
est coupée au tiers de sa longueur par ce plan, et ce
point est le centre de gravité du triangle des trois
extremites.

Pour avoir le lieu de ces poles, il suffit d’élever au
carré les équations (20) el de les ajouter; on a ainsi

P2 P2 P2=3,

(Cest une surface homothétique et concentrique a la

premiére, le rapport d’homothétie étant \/3

8. Formons la somme des carrés des aires des trois
faces du tétraédre; emn appelant A,,A,, A, ces aires,

nous avons
4A2 = d% d%sin2(2.3):
or
(To3 + yo¥3 — 2953 )

9 b
(23 —y5 +23) (a5 +yf + 23)

sin%2(?2,3)=1—

et,si 'on se rappelle les valcurs de d,,d., d;, on voit que

1A2 = (3 +y3 +23) (23 23 - 33) — (@23 ¥2)3+ 22 53)*
1 A
ou bien
142 (1253 — 5032 4+ (2 73 — 72 5,)2 — (12)3 — Vady)?
14 = .

1 i
Ann.de Vathémat., 3¢ seric, t.11. (Avril 1883.) 12
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Or
Y283 — 53)3 = A(ax -a'd--a'a"),
S92y — T3 33 = A(ba - -b'a' + b,
ZoYs — Vo3 = Alca —c'a' — ¢"2");
donc

)

A2
1A% = A [(@? =02+ c?)x? 4 (a'? + b2 4 c'2)a'2 . ]

et, cn formant de méme 4 A} et 4A}, puis ajoutant, on a

(A% - A2 AD)

a2 -0 2@+ D2 a"? b2 "2
= ’

A2

c’est-a-dire
A—=—A A
TN

TAZ A2 L A2) =

9. Cela posé, si 'on appelle oy, 24, 23 les trois demi-
axes, on a

IS A R
PI"L_PE_‘“P?;:‘——'———U y D =A2,
A A A
L2222 2.2
Pafy T P3P T P1P2 -
2,2, 2 1
Pi7afs = 3

ou D désigne le discriminant du céne des directions
asymptoliques, et ou

A =AA"—B2, A=A"A—B?, A'=AA—B",

L’équation qui donne les carrés des trois demi-axes est
donc

Dps — (A'A"+- A"\ =~ AA'— B2 — B2 — B"2)pt
—(\— A= A"p2 —1=0.

) . I . , .
[.’équation en — est bien connue sous le nom d’équation
\J-

en S.
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10. N'oublions pas que &+ &'+ A/ est la somme des
carrés des neuf déterminants mineurs de A et que
A+ A+ A” est la somme des carrés des neuf coeffi-
cients a, b,c,d, b, ,a", b, .

Il résulte de la que les deux ellipsoides

(ax by —c3)+ (adx— by+—cz)?+(dx+by+c"z)t=1,

(az +—~ay+a'z) —(bx +by +b"'z2 (cr— cy--cz)2=1

sont égaux (Jacobi); car I'équation en p? est la méme
pour ces deux surfaces.

11. 11 serait facile d’obtenir les coeflicients directeurs
des diamétres conjugués de cette seconde surface. Dans
I'expression de x, on ferait des permutations circulaires
sur les lettres a, 6, ¢ et non sur leurs accents; on aurait
ainsi

ry=(b'c"a+(c'a") — (a'd")y,
y1=(dc)a —('a)f ~ (a'b)y,
31 = (bc')a —(ca)B — (ab)y,

On pourrait faire de nombreuses applications de ce qui
précéde; nous n’en donnerons plus que deux pour mon-
trer comment ces formules s’appliquent a la résolution
de certains problémes.

Premier prRoBLEME. — On considére deux surfaces
du second degré & centre. Par le centre de l'une
d’elles, on méne trois droites paralléles & trois dia-
métres conjugués de la seconde. On demande le lieu
du péle du plan des trois extrémites.

Soient

() ax? ra'y?—a'z?+2bys+obsr = 2lry =1
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P’équation de la premiére surface, ct
(2) Az? +Ay? +A'32 —aBys —2Bsz - 2B'zy
Iensemble des termes du second degré dans I’équation
de la seconde.

Appelons X, Yy, Zy, Xo, Y, Zs, X3, Y3, Z; les points
ou les trois paralléles aux diamétres conjugués de la se-
conde surface percent lapremicre, et ay, y,, 30, 22,9, 7o,
Ty, ¥, 23 leurs cocllicients directeurs. On a

Ni=—> Yy=—, Z;==,
PR N o s
Py = axi a3 —4...”0,.1) iy

et des formules analogues pour les coordonnées des

deux autres extrémitdés.
Le pole du plan qui passe par les trois points ainsi
déterminés est a intersection des trois plans tangents

en ces points

0w %= _ 03
iy 1;{ S, T A
) Jo 05
Ty 5= = B (—))- ' :Z(T; T 20
0 253 0o
Ty a; -=3 I{{' -5 ;—)—;_— T 203,

ou, en remplacant a3y Ty, Tay Yo, Tay X3, V3, 55 par

]Clll‘S CXP[‘BSSiOnS ct P()Sa]]t

) , o ©
a2\ == (b’ a2 a'b”) 0:,
o 9y 703
0o Jo 0o
e 2 a2 oy 2
2Y h"c T u'u)'))’ : (ab)os,

7 [,')()‘f Jo
2L =100 5

——(ca')ﬁ “+(ab'y =,
oy 93
on a
aX <+ oY o L=y
X ¥Y - 8L,
WXOY T g

[
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Elevant ces trois égalités aucarré et ajoutant, on a
N2 Yiem 22 = a L —a' ) - a" A 2bth 28" U - 28" Wb

Le lieu est donc une surface du second degré, concen-
uique a la surface donnée, et ayant pour plans diamé-
traux les trois plans X==0,Y =0, Z = o.

DeuxiemE rrosLEME. — On donne les extrémitcs de
trois diametres conjugués d’un ellipsoide de révolution;
trouver le lieu décrit par le centre de cet ellipsoide.

Prenons trois axes de coordonnées rectangulaires quel-
8
conques, que nous fixerons dans la suite; et soient
X, Y,Z,X,,Y.,Z,,X;.Y;,Z; les coordonnées des trois
points donnés A,, A,, A;, comme extrémités des trois
diamétres conjugués de lellipsorde. Appelons x, y, z
les coordonnées du centre. L’équation de cet ellipsoide
q p

scra de la forme
) AX =2 =AY =y 2B (N —a) (Y —y)=1.

Cela posé, appelons xy, ¥y, 3y, Xy )2y T2y X35 )3, 33
les coefficients directeurs des trois diamétres conjugués
déterminés comme nous 'avons dit; nous aurons

rry=Xy—z, A=Y, —y, Asy;=Z,—a.

Or, silon met xy,yy, 2y alaplace de X —x, Y —y,
Z— zdansle premicr membre de (1), il se réduit a A%;
on a donc

donce

Zy=AX|—2z), yi=AY1—y) 1=3AMLi—3)
(2) 3= A(Xg—2z), 3,=AYo—1), 5= A(Zy ~3),
3= AXy—x), ¥3s=A(Ys—)), s3=A(L3—3).

(Le signe qu’on doit prendre pour A dans chaque sys-
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téme de trois formules n'est pas déterminé; mais nous
n’aurons pas besoin de le faire.)
Telles sont les expressions des coefficients directeurs
de nos trois diamétres conjugués.
En tenant compte des relations (g), on a

A [(Xy—a)2— (Xg— 22 +(Xz3—x)]= A"A"— B2,
82[(Yi—p)? = (Ya— ) +(Ys—y)?] = A"A — B,
A [(Zy— 5)+ (Zg— 5)2+(Z3—2z)2] = AA" —B",
(3) ¢ A [(Yy—y )N (Zi—3)+(Ya—y)(Ls—3)
—(Y;—y)(Zs— 5)] = B'B"—AB,
A2[(Zy -3)(Xy—@)+...]=B"B—A'B,
A[(Xy—a)(Y;—y)--...] = BB —A"B".

Ces relations étant homogénes en A, A/, A’ B, B,
B”, A2, on peut faire A* = 1. Nos relations peuvent alors
s’écrire
EX3—ozXX; — 3at=A'A"— B2,
SY? aySY, +3p2=A"A — B,

(3 | SZ3—233L—33=AA' —B",
2Y,Z2y — 582Y,—y E£Z,~3ys= B'B"—AB,
SZX,—2%Z, - 55X\, —3z2=B'B —A’'B,
SX;Y,—23Y,— y S\, + 32y = BB — A"B".

Les formules (3) montrent qu’il faut prendre pour
axes de coordonnées trois droites reetangulaires passant
au centre de gravité des trois points Ay, A,, Aj, telles
que les axes Ox et Oy soient, dans le plan des trois
points, les axes principaux d’inertie de ces trois points
considérés comme ayant méme masse. On a alors

EX1: EY1: vle()7
Y,Z,=SZ,X; = =X,Y; = o,

EZ% = 0.

Désignant en outre les deux moments principaux
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Linertie par 3k et 312, nous aurons, en divisant chacun
des coefficients du coéne des directions asymptotiques
par 3,
224 k2= A'A" — B,
P4 =]AA — B2,

2= AA" —IB",

yz= B'B"— AB,

s =B'B — A'B,

zy = BB’ — A"B".

\

D’ailleurs la condition nécessaire et suffisante pour
que la surface du second degré soit un carré parfait, c’est
qu'on puisse trouver une valeur de S pour laquelle les
six équations qui suivent aient lieu simultanément

B'B'— (A —S)B =0, (A—S)(A'—S)-2B2 =0,
B'B—(A —S)B'=0, (A—S)A"—S)—B2=o,
BB, ——(A”——*S)B”:O, (A’—S)(A-—S)—B”:O

En tenant compte de ces relations, les relations (4)
devicnnent
2 = S(A - AT)— S,

Y2+ =8S(A" + A)— 82,

. ) 2=S(A+A")--82
ys =-— 8B,
zxr = — SB/,
xy = — SB".

On peut multiplier tous les coefficients de I’équation
du céne asymptotique par un méme nombre S et I'on a
(car Sn’est pas nul)

‘ 224 k2= A"+~ A" — 82,
e y2+ 2 = A"+~ A — 82,
z =4 A — S,

ys=—B. zr =—B. mm =-—B"
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Pour obtenir les conditions de révolution, on examine
dcux cas : d’abord celui ot aucun des coefficients Bn’est
nul; dans ce cas, les conditions de révolution sont

B/ Bl/ , BIIB Y BBI‘
A=A A

B

ensuite le cas ou 'un des coefficients B est nul, B =
il faut alors qu’un auire des coefficients

par exemple :
B soit nul, B’ = o par exemple, et qu’on ait en outre
b P ple, ]

(r\ _ .&”)(A’—A”)‘— B2 — o.

Dans le premier cas, on a

A+ urz=A 4+ y2= A"+ 32

Eu tenant cbmpte des premiéres relations, on aurait

k=1l= o,
ce (uin’est pas.
Il faut done se placer dans le second cas; alors = est

nul et B’ = — xy; des trois premiéres relations (6), on

tire par soustraction

On a donc
(A”___ A)( [\“_ Al) — BH?
=(a*— 324+ L) (pr— 2+ 1) —r2y2=o,
el,comme z= 0, ona pour le lieu des centres la conique
imaginaire
5 =0, 122'2+/f2}’2+l2]{22-‘0.

Si l'on suppose B =0, B"= 0, on a en second lieu la
conique

y=o0, 2+ (2—fN32—-0(12—L)=o0;
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et enfin, pour B'= o, B"= o, on ala conique
r=o0, Ry4+(k2—D)z2—k2(k2—12)=o0.

Ainsi le lieu des centres se compose de ces trois
coniques. Si nous supposons [ > K, la premiére est une
ellipse imaginaire ayant pour axes Ox, Oy ; la seconde
une ellipse réelle ayant pour axes Ox, Oz; la troisiéme

une hyperbole ayant pour axes Oy, O z. Ce sontles trois
focales de ’ellipsoide infiniment aplati

|

+
<l

b
ely

-+ I =0.

Tétraédres polaires des surfaces du second degré.

12. Nous allons donner rapidement des expressions
analogues pour les coordonnées homogénes des quatre
sommetsd’un tétraédre polaire quelconque d’une surface
du second degré

(1) P2+ P24+ P"2P" = o,

\

ou
P=ax+by+cs-+dt,
P=dx+-by+c s+dt
P=aqa" z‘+b"y—i—c":+d"t,

P"= a" 2 4+ b///y - C’”; o d"t.

Nous désignerons par A le déterminant de ces quatre
fonctions lindaires, par A, B,C,D, ... ses déterminants
mineurs du premier ordre.

Cherchons Pexpression de la forme adjointe de (1).
C’est ce que devient le premier membre de (1) multiplié
par A%, lorsqu’on y fait la substitution linéaire suivante

aP +aP +~a P+ a"P"=u,
bP P b P LP = b,
cP 4+ P —c" P+ c"P" =w,
AP+ d'P'+ &'V d"P" = p.
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De ces équations, on tire

AP =Au +Bv +Cw + Dp,
AP =A'u +Bv +-Cw + Dp,
AP"=\N'u +B"v +C'w + D'p,
AP"=A"u+B"¢ + C"w + D" p.

Il

Or la forme adjointe est

A2(P2+ 1)72+ PII-2+ l’)lllz);
c’est donc

SA2u2+ SB2¢24. . .4+ 22CDwp.

Nous désignerons les coeflicients de ’équation tangen-
tielle de la surface donnée par

°fl"li)°)l'-’227 ‘R‘-‘337 “}L’Ut7 °}l9127 °R9137 ‘Jblky “&23! Jl"?b? Wl"ll'w‘
Cela fait, introduisons les seize quantités

Qo D ' ’ Y
a, tjv () 9 1797'\'707

au, /r7 ‘{”7 8”7 fl"’, 3"17 .{w, am
satisfaisant aux dix relations suivantes

R R e e
!
nr " m
B2+- l$2_|_ 1’3'2_*_"3 2 — 1,
Y2 Y2 2 =
i\
(2) /824824024 8" =1,
a2 B+ o"B'+...= o,
............. ceeneeney

L ye-y ¢3¢ +...=o,

et prenons le systéme pour 1eqf1el le déterminant de ces
seize quantités est égal a + 1; alors chacun des détermi-
nants mineurs de ce déterminant est égal a I’élément
correspondant.

D’ailleurs on a identiquement

P2 P2 P2 D= Qz - Q2 Q"i + ngy
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Q=aP +a'P'+ a'P"+ a"P",
Q’: gp 4 BIPI+ B”P”-F gmpm,
Qu — YP - _YI P+ Y” P’ + Y"’P"Iy
Qw — 81) -+ a! P'—i— B” Pll 4+ am Pm-

Les plans Q= o0, Q'=0, Q"= 0, Q”= o sont les
quatre faces d’un tétraédre polaire quelconque de la sur-
face. En prenant les points de rencontre de ces plans
trois & trois, on ales quatresommets. Laissons de coté la
premiéreéquation et prenons lestrois équations suivantes

pp -+ S/Pr+ Q”P”—’— BI"P"/ = o,
YP - "{'P"J.— YII P+~ .('l/ P" — o,
BP 4+ 8'P’—i— B"’P”—\— am P/" = o.

Elles donnent

7

P ]’)I pl( I)”/
a a T oA o

Nous prendrons

ary +by; + c3 +~dty =a,
awy +by+ 'z +dt =d,
a"ry +b"yi+ "z +d'y =do,
a"xy + 0"y + "5+ d" =",

Xyy Y1y 24y Ly étant les quatre coordonnées homogénes
du premier sommet. Ces équations, résolues par rapport
axy, ¥4, 21, ty, donnent un des systémes de”valeurs des
quatre coordonnées x, s V1934, 0 ¢

Ty=Aa+ A'd+ A"a"+ A" a",
y1=Ba+ B o+ B a'+ B"o",
5= Ca + Co'+ C o+ C"a",]
( ti=Da+D'o+D'a"+ D"a".

(3)

On aurait de méme les coordonnées des trois autres
sommets en mettant successivement 3, v, 5 a la place de «.
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On en déduit immédiatement, en tenant compte des
relations (2 ), les dix relations suivantes

Ty 23+ 25— 2] = foyy,
Vit yi - yi= o,
374 53 - 35 = 5] = g,
ti)—f"[z —+ {§+li :c‘LH,

| xiyi-ways— Z3Y 3+ 2, Yy = Joas
Ty 5 Ly 3y — X383+ X, 5, = oy,
Xyt Ly Uy~ X3 Ly~ 2 Uy = oy,

V151 Y25 V3 S5+ Yi 3y = oloag,

Yiti—ye Y3ty — yi t, = gy,

LSl Sals— S5l 5y t, = Aoy,
On en déduit aussi les formules suivantes

Aa=Py,  Ad = l”l, A" =P, Ad"= |
A%=P,, AY=TP,, A =P, AG"=P},

(3) b= 2y h 27 4 29 h 2
ap » _f_ ) .’I_ W i »wn
(A(—':h A(71:;7 _\(_I:“ A{“]:S?

AP A ! N P o P
Ac=1D,, A =17, Ad"=P,, Ac"=P].

On déduit aisément de ces formules que la condition
néeessaire et suflisante pour que la surface

Az Ay, . +2A5,5t=0

soit circonscrite a une infinité de tétraédres polaires de la
surface
ogq U2+ logz 02— ...+ 2 M5, 0p = 0
est
A“ e&)“ -+ :\gg Jlogg—{—-. o2 A;uelvgg = 0.

C’est aussi la condition nécessaire et suffisante pour
que la seconde surface soit inscrite dans une infinité de
tétraédres polaires de la premieére.



