NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

Composition mathématique pour
I’admission a I’Ecole polytechnique en
1882. Solution géométrique

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 1
(1882), p. 351-356

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3_1_ 351_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1882, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1882_3_1__351_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

COMPOSITION MATHEMATIQUE POUR 1’ADMISSION A L’ECOLR
POLYTECHNIQUE EN 1882. SOLUTION GEOMETRIQUE;

Par UN ANCIEN ELEVE DE MATHEMATIQUES SPECIALES.

Onr donne deux cercles se coupant aux points a et b.
Une conique quelconque, passant par ces points et
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tangente aux deux cercles, rencontre I'hyperbole équi-
latére, qui a ces points pour sommets, en deux autres
points c et d :

1° Démontrer que la droite cd passe par un des centres
de similitude des deux cercles donnés ;

2° 8t U'on considére toutes les coniques qui, passant
par a et b, sont tangentes aux deux cercles, démontrer
que le lieu de leurs centres se compose de deux circon-
férences de cercle E et F;

3° Soit une conique satisfaisant & laquestion et ayant
son centre sur l'une des circonférences E ou F 5 démon-
trer que les asymptotes de cette coni(]ue rencontrent
cette circonférence en deux points fixes situes sur l'axe
radical des deux cercles donnes.

Soient I et 1’ les circonférences données qui se
coupent aux points @ et b; s le centre de similitude
externe de ces circonférences et s’ I’autre centre de simi-
litude. Prenons une conique M passant par a et b et tan-
gente a L et I'. Soient m, m/ les points ou elle touche ces
circonférences. On sait que la tangente en m a la circon-
férence I et la corde ab sont également inclinées sur les
axes de M. Comme ceci cst vrai pour la tangente en m/
al, il en résulte que les tangentes en m et m' aux cir-
conférences données sont paralléles entre elles. La droite
mm' passe alors par le centre de similitude s.

" Les circonférences I et ¥ ayant deux centres de simili-
tude, il y a deux séries de coniques satisfaisant a la ques-
tion, c’est-a-dire passant par les points a et 4 et tangentes
aux circonférences données. Nous désignerons par M, les
coniques pour lesquelles les cordes de contact, telles que
mm', passent par s; et par My les autres coniques (*).

(') On voit facilement que les coniques M, sont des hyperboles et
que les coniques M, sont des ellipses.
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L’hyperbole équilatére H, dont les sommets sont a et
b, coupe I aux extrémités du diamétre de cette circon-
férence paralléle a ab('). De méme pour I'. Appelons e
et ¢ les points ou l'une des branches de H rencontre I et

I'. 1l résulte de la propriété que nous venons de rappeler
que la droite e€ passe par s.

Ceci va nous permetire de démontrer simplement la
premiére partie de la quéstion proposée.

(') Nous supposons démontrée cette propriété.
Ann. de Mathémat., 3° série, t. 1. (Aont 1882.) 23
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Les trois coniques 1, M, H ayant unc corde commune
ab se coupent deux a deux suivant des cordes qui passent
par un méme point; I et H ont pour corde commune,
cn dehors de ab, la paralléle ef a ab. De méme I et M

pour corde commune la tangente mf a ces courbes.

Le point f; on cette tangente rencontre ef, appartient
iors a la droite cd qui est la corde commune a H et M.
De méme, en prenant les trois courbes I, M, H, on
trouve un point [’ de cd.

Mais les triangles mef, m/¢’ {7 sont semblables et les
droites mm/, e¢’ passent par s. Il en est alors de méme de
ff'. La droite f]’, c’est-a-dire cd, passe donc par s.

2° Appelons o le milieu de mm’; ce point est le cente
dela conique M. Menons du point o la droite of parallé-
lement au rayon im de I. .

Le point j est alors le milieu du segment &’ compris
entre les centres des circonférences I et 1.

Le point j est, par suite, le méme pour toutes les co-
niques satisfaisant a la question. Le segment of a pour
longucur la demi-somme des longueurs des rayons des
circonférences I etl'. Les points tels que o appartiennent
donc a une circonférence de cercle E.

S’il s’agit de coniques M, leurs centres sont sur une
circonférence I concentrique a E et dont le rayon est la
demi-différence des rayons de 1 et de I'. On peut done
dire :

Toutes les coniques qui, passant par a et b, sont tan-
gentes aux deux circonferences et ', ont leurs centres
sur deux circonférences concentriques E et F. Les
rayons de ces derniéres circonférences sont égaux,
Uun & la demi-somme, Uautre a la demi-différence
des rayons des circonférences I, 1.

3° Les axes de la conique M sont paralléles aux bissec-
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trices des angles que font entre elles les cordes m'a, m'b.
Ces axes sont alors paralléles aux droites m/p', m'¢’ qui
joignent le point m’ aux extrémités du diaméire p/g’,
perpendiculaire a ab.
Ces axes sont aussi paralléles aux droites analogues
mp, mg, et, comme ils passent par o, on voit que :

Les axes de M sont les droites ol, ol qui joignent le
centre o aux points L et ' qui sont respectivement les
milieux des segments pp', qq'.

Si I'on prend des coniques M, les points / et I/ sont
fixes. Donc :

Toutes les coniques M, ont pour axes des droites
passant par les mémes deux points let l'.

L’angle lol” étant droit, nous retrouvons que :

Le lieu des centres des coniqgues M, est une circonfeé-
rence E décrite sur ll' comme diameétre.

Parmi les positions que peut occuper le centre o, il y en
a 0/, 0" qui sont respectivement les milicux des segments
compris sur les tangentes communes a I et I’ entre les
points de contact de ces droites.

La circonférence E coupe donc la droite ab aux points
o' et 0”. On voit aussi qu’elle est tangente cn ces points
aux tangentes communes a L et I,

Cherchons les asymptotes de M. Ces droites forment
avec la corde commune ab un triangle qu’il s’agit de
construire. Dans ce triangle, nous connaissons lamédiane
qui partdu point o, puisqu’elle aboutit au point g milieu
de ab; nous connaissons aussi la bissectrice de 1’angle en
0, qui est I'axe ol', puisque les asymptotes de M sont
également inclinées sur cet axe.

Cette médianc et cette bissectrice étant connues, on a
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tout de suite la circonférence circonscrite au triangle.
Cette circonférence n’est autre que E. Les asymptotes
demandées sont alors les droites 00’, 00”. On voil qu’elles
passent par deux points fixes del’axe radical ab. Aiusi :

Les asymptotes des coniques M, passent par deux
points fixes situés sur U’axe radical des circonférences
données.

Comme ces points fixes appartiennent & E, ainsi que
le point de rencontre o des asymptotes, I'angle compris
entre ces droites est constant, quelle que soit la conique
M,; par suite :

Les coniques M, sont semblables entre elles.

Ceci s’étend évidemment aux coniques M,

On peut encore arriver a ce résultat en remarquant
que les axes de M partagent la normale im a cette courbe
en segments dont le rapport est constant, quelle que soit
la position de m sur I.

Les trois parties de la question proposée étant ainsi
démontrées, j énoncerai en outre les propriétés suivantes :

Les axes d’une conigue M, sont rencontrés par la
normale, telle gue im, en des points qui appartiennent
a deux circonferences concentrigues a I et qui sont tan-
gentes a F.

Les extrémites des diameétres des coniques M,, res-
pectivement paralléles aux tangentes telles que mf,
appartiennent a une circonference concentrigue a I.

Les droites 00', 00" interceptent, sur la tangente mf
&I, un segment, qui est de grandeur constante, quelle
que soit la position de m sur L.



