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SUR 1A IDETERMINATIOS DE QUELQUES INTEGRALES
INDEFINIES ;

Par M. H. RESALL.

1. La racine carrée d’un trinéme du second degré

peut toujours se mettre sous I'une des trois formes sui-
vantes :

Vit i —at Var—.

Cela posé, désignons par f(x) une fonc.ion quel-
conque de x.

2. Soient

X:/}(I)\/T—\——l—‘ dr, X,= f(z) d.

J o+ at
On a, en ayant recours a la méthode d’intégration
par p-rt'es,

X = -f(T‘§£+/ffﬁd”

. Vi1 2t vll—i—a‘
:X‘_f_—l— /fL_(_ﬁM:f:x *r—f<z'.f(x)d\/[+\l;i,
2 VIt

=X, +azf(z)1+a—f[f(z)+xf(x)V1+axide;
d’ou
(1) 2 X=X+ af(2)1 22— fxf(x)\/1+ 2 dx.
Si nous posons
(2) zf(x)=¢(z),
cette équation donne, en intégrant encore une fois par

parties,

. . ——— zo(z)dx
(3) X=X, +[zf(2)—g(@)ViT et + [ L2z
Vi+a?
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On voit ainsi que X dépend de I'intégrale X,, et d’une
seconde intégrale de méme nature que la précédente.

Fxemples :
1° f(x) =1. L’équation (1) donne (')

(4)‘ f‘/——d" _/\/.+x-+x‘/’??

=loglz + i+ 2] + 2\/1+ z*.

Cette méthode est plus expéditive que celles aux-
quelles on a généralement recours, puisqu’elle ne fait
dépendre Vintégrale X que d’une autre dont on trouve
facilement I'expression.

2° f(x) = x, pour mémoire, car on voit immédiate-
ment que

3 4 .
(1 a?)?, xdr
\/l - a?

3 flx)= % De I'équation (1) on déduit

(a) LL—_F—I-(I.L‘: <+ __+\/|+1-
23 J?\/I—f— x?

En posant

=1 a2

O-I &

(5) )/l‘\/l+1 de ="

Vi+ =,

(*) En posant z =tang, on a

]
d; ztang -
=2
cos(j 0 ]
cos?— — sin*— 1 — tang?—
2 2
1+ tang — sin — + cos-
=log =% 3 ]
1— lang — €os — — sin—
2 2 2
1+ sinf —_—
=log ——— = log(\/l—f—z‘—l—z).

cosf
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on trouve successivement

‘ dr - 1/‘ dx?
zyit e 2 ) 2fita
(6) -

' (" du e BT o \/I—i—m?—l\
- w—1 2 wu—+1_ ° 2 )

\/1+x’+1/

o=

4° f(x)=x™, en désignant par m un nombre quel-
conque.

On a, d’aprés la formule (1),

x™dx

Vi 2
—l—.I‘"H_is/l—i—J'l'—I)lf‘Z'” \/l+$2 d.Z',

2 fam 1+ a? dz =

d’ou

x™dx —
() (2 + m) _fJ”‘\/I+12——/———~—+—x’”+‘\/l—i—'.1,".

V4t
Mais on a
xn dl? 1 xm—1 dx‘l -
S — Z T = _[‘(l"”_ld\/l —l—.Z“,
Vi1+ 22 2 Vi x?

d’ou, en intégrant par parties,

() [ — o TTT — (n ) s T

Vi 22

.

L’équation ({ 3) devient aussi

8) 5 (2 +m) fam\/1+ 2 dr

| —amt(i+ 2?)? — (m —1) f2m2/1+ 2idx.
Supposons que m soit un nombre pair positif; on voit,
d’aprés cette formule, que I'on fera dépendre
Sxm\J1+ atdz de f[zm\/i+ 2 dz,
Szm=2\/1+ 22 dz de Sxm=\/1+ 2 dz,

S 1+zidr de [\/1+ ztdx.
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Or, comme nous savons déterminer la derniére de ces
intégrales, on trouvera sans difficulté I’expression de la
premieére.

Si m est positif ct impair, on voit, en opérant
comme ci-dessus, que U'intégrale du premier membre de
Péquation (8) ne dépendra finalemeunt que de la sui-
vante

S+ x2tdr,

dont P'expression est connue.
Supposons maintenant que 7 soit un nombre entier
négatif et posons m — 2 = — n; la formule (8) donne

(n—r) fx—" i+ atdr

3
=—x (14 2?) - (— 1) S Vi 2idr;

et 'on voit que, selon que 7 sera pair ou impair, on sera

conduit finalement a
ST
f\/l “+ 2¥dr ou !—'i_—r- dr,

intégrales que nous savons déterminer.

D’aprés ce qui précéde, on voit que, si m est un
nombre entier positif ou négatif, 'intégrale du premier
membre de ’équation (7) s’obtiendra sans difficulté.

3. Soilent

N =ff(2)W1— ride, \,=

.

On a
X= %—/ \//I(_flzdr_)x, +fxf(x)dy1—a?

=\, + zf(2)W1— 22 —[[f(2) +af (z)]dr;

d’on

(9) 2X =\ + o f(OWi— = [ f(a)\ 1— 2 d,
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équation identique a I'équation (1), a la condition de
remplacer, sous le radical, dans cette derniére, + x*

par — x2.
Lxemples :
° {(x)=1. La formule (9) donne
(10) 2 f\V1 —x*dr =arcsine 4+ &y 1 — 1.

2° f(x) = (pour mémoire). On a

2 fx\1— &2 ({.L‘—————(I———lz):’ —"l»lif—j—_—-—\/x-—m?.

3 flx) = —' - On a, d’apreés la formule (g),

Y
/ vi— ——dr = / 1— a2,
Ly 1—a?

Si nous posons

\/ 1—2?=u,
nous aurons

par suite

1
(13) /\/ ®dr=1log (TVIZ=Z N\ i
I+ \1— a2

4° f(x) = x™. Lorsque m est un nombre entier po-
sitif et négatif, le mode de réduction des intégrales in-
diqué i la fin du numéro précédent est applicable ici, ct
nous n’avons pas a insister sur ce point.



4. Soit
X=ff(z)Jrt—1dx, X;= S
Vai—1

Nous avons
X:_f sf/;rldx +f xvi(g*fx —Xy+ faf(z)dVar—1

==X, +af(x)Vri—1—[[f(x) + z f(2)]|V*— 1dz;

d’ou

(13) 2 X=—X,+ zf(z)Vz*—1 — fzf(x)/z*— 1dx.

Exemples :
1° f(ax) = 1. L'équation (13) donne
2 fVai—1dr=— —fi—x:
(14) Vat—1
+x\/.z‘2——1-_—_—-10g(.7;—\/x2—1)+m \/.Z'2-—1.

2° f(x)=x (pour mémoire). On a

rdr = \/xﬂ——l.

(15) zfx\/x‘l-—ldx:—;—\/rz—l, N

3° f(x ).—:. - . La formule (13) donne

f\/@"’—l ——/x¢x2—1 +\/;2———;+./\/%de;

I
(') En posant z = smg’ on a

al
2

cos?f

\/x‘*l Ny smB tanag

"(x——‘osﬁ)

:—_loglangg:lo, T =log(z —yrr—1).
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d’ou

(  Yero —‘dx~—/ VT
1‘\/$2—l

En posant &=

SinO » onreconnait facx]ement que I’in-

tégrale du second membre de cette équation, prise avec
son signe, a pour valeur . On a donc

xri— . 1 - - -
(16) /\/ dx == arcsin -—l—\/.r1——l.
. & :
4° L'intégralc
S \/J;‘— 1dx,
dans laquelle 7 est un nombre entier positif ou négatif,
se réduira en suivant la marche indiquée a la fin dun° 2.

5. Nous allons maintenant chercher 4 exprimer, au
moyen de transcendantes connues, les intégrales des ra-
cines carrées des fonctions trigonométriques. Il est évi-
dent que, dans tous les cas, on est ramené a considérer
les trois intégrales suivantes :

— T —
S\sinz de, ,/\/sinxdx’ SVtangz du,

les deux premiéres supposant des limites comprises entre

. . . , ™
zero et @, et la troisi¢éme entre zéro et —-
2

6. Sinous posons sinx = cos2, nous avons

— 20 sin 00 20.d0
f\/sinxdx:—?/cm sin 6 d _ cos?0dl

y/l — cos*0 1 + cos5%0

= (—/\/I—i—(,()b 0 + /

Vi+ T+ cos’f )
et enfin

1 dh - —_—
(17) f\suu:drzz(\ /‘\—T_—i:'m—-\/‘zfvl——}_,un-ﬁd8>.

On est ainsi ramené a deux intégrales elliptiques qui
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sont respectivement de la premieére et de la seconde
cspécc.

. En continuant a poser sinx == cos? 9, nous avons

/ ” wn() 9 N 7]
e ( ) S e———— T — —_— )
sinw /

T— costh 1+ cos?0
\ v

(18) / _L_(h“_v /_‘i"__
s V/ sin26

ce qui est une intégrale elliptique de la premiére espéce.
En retranchant I'une de T'autre les équations (17)
et (18), on trouve

—_ 3 R
(19) l_,‘,ln,z[[rv 2/\/1—~:‘,Si1120d9.
Veinug . )

8. Considérons maintenant P'intégrale

X = fylangz dr.

tang.r — tang?0,

En posant

on trouve facilement

, Y osin20¢/H sin26df
X=02 —_— 2 ———
/sm‘() —+ cos*0 J 1— 2sin*0 cos?6
. sin20 6 <in2 06
o 1——-\/55in()cos() 1—'.—\/§sin0cos()
I 0 | I ]
= - S S —_—
2 1—{/2sinfcosh 2 1+ /2sinb cos

1 cos20 db 1 [ cos20db
T sinal 2 sin26
11— 14—

Ve Ve

1 dtang
2 1\?2 1
( tangl — — ) + —
Jo Y ? .
sin29
_ 1-— ——
I dtangh ‘o 9
b= o = \—,—I()’J - .‘—*
“ 1\* 1 4 sma2f
( lang()—i———: -+ - VA —
o . \ 2, 2 V2



et enfin

\ /vtang.v dx = —l; |_arc tang(\/g tangt — I)J
. 9

(20) —+ arctang (\/gtangf)—a—l)

\r’g———sinzﬁ\ Vi
+log ("o - .
V2 +sin26,



