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NOTE SUR LA RESOLUTION, AU MOYEN DE TABLEAUX GRA-
PHIQUES, DE GERTAINS PROBLEMES DE COSMOGRAPHIE
ET DE TRIGONOMETRIE SPHERIQUE;

Par M. E. COLLIGNON,

Ingenieur en chef des Ponts et Chaussees.

1.

Proposons-nous de construire un tableau graphique
qui fasse connaitre, par une simple lecture, les heures
du lever et du coucher du Soleil en un point quelconque
du globe terrestre et a une époque quelconquede’année.
Les heures cherchées dépendent de la latitude du lien
et de la déclinaison du Soleil a I’époque donnde. Nous
résoudrons le probléme en faisant abstraction de la dé-
pression de I’horizon sensible, de I'influence de la ré-
fraction des rayons solaires, de la petite variation subie
par la déclinaison pendant la journée, ct enfin de I'é-
quation du temps.

Soit (*) O le lieu de 'observation: Z le zénith de ce

") Le lecteur est prie de faire les figures.
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lien; EON le plan de I'horizon; N le nord vrai;
E Test; S le point ou le Soleil se leéve; P le pole bo-
réal du monde.

L’arc PN représente la latitude 2 dua lieu; Parc PS,
distance du Soleil au pole, est le complément de la dé-
clinaison D. L’angle ZPS est Vangle horaire du lever;
nous le représenterons par H. Cet angle est donné, soit
par le triangle sphérique ZPS, dans lequel le coté ZS est
égal A un quadiant, soit par le triangle PNS, qui es: rec-
tangle en N, et ou 'angle en P est le supplément de
I’'angle cherché. On obtient la relation

(1) tang) tangD = — cosH,

qui fait counaitre I'angle horaire: il n’y a plus qu'a
convertir les degrés de cet angle en heures, minutes,... a
raison de une heure pour 15 degrés. Le résultat, re-
tranché de douze heures, sera ’heure du lever rapportée
au temps vrai; I'heure du coucher sera exprimée
par I'angle H lui-méme, converti en heures.

Dansla formule (1), les variablesi, D doivent recevoir
des signes. Nous admettons qu’elles sout positives quand
clles se rapportent a I’hémisphére boréal, et négatives
quand elles se rapportent a 'hémisphére austral. On re-
marquera, d’ailleurs, que le changement de 7 en — 2
équivaut au changement de D en — D, de sorte qu'on
peut prévoir tous les cas possibles en regardant 2 comme
positif, sauf a faire varier D entre ses deux limites ex-
trémes, —7 et 49, o désignant P'inclinaison de I'éclip-
tique sur I'équateur.

[’ équation (1) se résout graphiquement par la con-
struction suivante :

Sur uue droite quelconque, prenons une longueur OB
ézale 4 une uuité arbitrairement choisie. Au poim'l},
faisons I'angle OBA =7, ct élevons au point O unc per-
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pendiculaire OA sur OB jusqu’a la rencontre du coté BA.
La longueur OA sera égale a tangi., Par le point A, me-
nons unedroite AC, quifasse avec OA un angle OAC=D,
a droite de OA si D est positif, a gauche si D) est négatif.
La droite AC coupe en C le co1é BO, prolongé s'il est né-
cessaire, el 'on a

OC = OA tang D = tang) tangD.

Pour avoir I’angle H, il suffit done, puisque OB est I'u-
nité, de décrire du point O comme.centre, avec OB pour
rayou, une circonférence BB’ (ui coupera en E la
droite CE élevée au point C perpendiculaivement a BO.
Joignant OE, on aura en BOE I'angle demandé. En
ceflet, OC est, dans le cercle BEB', égal 4 — cosBOE, et,
par conséquent, angle BOE = H. Si D était négatil, le
point C serait situé entre les points O et B, etI’angle BOE
serait aigu; son cosinus changé de signe serait donc en-
core égal au produit tangl tang D, devenu négatif par le
changement de signe de tangD.

On voit sur-le-champ qu’il est inutile de tracer la
droite BA, et que la construction reste identiquement la
méme si Pon prend la longueur OA égale a tang). Elle
reste encore la méme si 'on déplace le cercle BEB d’une
quantité quelconque le long de la direction AO, ce qui
permettra de faire partic du méme point fixe A les
droites AO dontles longueurs représentent les latitudes,
et les droites AC qui correspondent aux déclinaisons du
Soleil. Enfin, en achevant le cercle, on pourra attribuer
sa moitié supéricure au lever du Soleil et sa moiti¢ infé-
rieure au coucher, et y marquer les vingt-quatre heures
avee leurs subdivisions, de maniére a lire 'heure du
lever sur une des demi-circonférences, ' hcure du coucher
sur I'autre. On obtient, en définitive, le tracé suivant :

A, origine fixe des longueurs, AO = tang’;
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MN, droite perpendiculaire 4 AO, correspondant a
une latitude donnée 1 ;

AC, droite issuc du point A, et faisant avec OA
I'angle D égal 4 la déclinaison (a droite ou a gauche
de AO, suivant que la déclinaison est boréale ou aus-
trale);

O/, cercle de rayon égal a I'unité, divisé en vingt-
quatre parties égales représentant les vingt-quatre
heures; la ligne BB', midi-minuit, est perpendiculaire
& la droite AO. Le centre du cercle est situé sur la
droite AO prolongée.

La droite CDD', paralléle 4 AO, menée par le point C,
ou se coupent des droites MN et AC qui représentent
respectivement la latitude A et la déclinaison D, ren-
contre le cercle précédent en deux points E et E, qui
définissent, I’'un 'angle horaire du lever, E'O'B, autre
Pangle horaire du coucher,, BO'E. Les heures inscrites
en E et E donnent immédiatement la solution du pro-
bléme. Cette solution est fournie, comme on le voit, par
I'intersection d’un cercle unique tracé une fois pour
toutes, avec une droite d’un parallélisme défini, menée
par le point commun a deux droites qui dépendent des
données X et D.

On remarquera I’analogie de notre construction avec
celle du Cadran universel des hauteurs, décrit dans
Y Encyclopédie méthodique.

It est aisé de compléter ce Tableau en y faisant pa-
raitre un €lément que nous avons laissé jusqu'ici de
coté, l’époque de l'année, qui détermine approximati-
vement la déclinaison du Soleil, et aussi I’équation du
temps, qui permet de corriger ’heure en la rapportant
au midi moyen, au lieu du midi vrai. Du point A,
comme centre, avee un rayon arbitraire, décrivons un
arc de cerele qui sera coupé en divers points par les
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rayons correspondant aux déclinaisons. Inscrivons en
chacun de ces points le jour de 'année auquel le Soleil
a la déclinaison indiquée; puis, portons sur le rayon a
partir de 'arc de cercle, dans un sens ou dans 'autre sui-
vant qu’elle est positive ou négative, une quantité pro-
portionnelle a I'équation du temps relative a cette méme
date, évaluée 4 une échelle arbitraire. Nous pourrons
construire ainsi une courbe continue qui fera connaitre
a la fois, par les dates inscrites le long du tracé et par
les cotes de ses ordonnées successives, 'époque de 'an-
néect I'équation du temps qui correspond a cette époque.
Ces résultats ne peuvent étre complétement rigoureux,
puisque les deux éléments qui y sont donnés varient lé-
gérement d’'une année a l'autre.

Les limites du Tableau sont,d’une part, les deuxdroites
menées a droite et a gauche de la ligne moyenne AO,
et faisant avec cette droite des angles égaux a ’angle ¢
de l'équateur et de I'écliptique : elles correspondent aux
solstices. En haut, le Tableau se termine au point A,
puisque nous excluons les latitudes négatives. Versle bas,
il peut étre indéfiniment prolongé, puisquela tangente de
9o degrés est infinie ; nous I'avons arrété arbitrairement
a lalatitude de 70 degrés. La latitude du cercle polaire est
représentée par une droite dont la portion inscrite dans
Iangle des déclinaisons extrémes est égale au diametre
du cercle des heures. A I'an des solstices le jour n'y dure
qu'un instant, a 'autre il dure vingt-quatre heures.
Pour les latitudes plus élevées, le Tableau indique clai-
rement que les grandes valeurs absolues de la déclinai-
son laissent le Soleil au-dessus de I’horizon ou au-dessous
pendantles vingt-quatre heures, les points de rencontre E
et E/ devenant imaginaires. Au pole, qui correspond a une
droite infinie en longueur, en comparaison de laquelle
le diameétre du cercle des heures devient négligeable, le
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Soleil reste entiérement au-dessus de I'horizon ou entié-
rement au-dessous, d’un équinoxe a I'autre, époques qui,
sur 'épure, correspondent a la droite moyenne AO.
Rienn’est plus facile que de déterminer de méme, d’aprés
la courbe des époques, les durées du séjour du Soleil au-
dessous ou au-dessus de I'horizon, pour un point quel-
conque de la zone glaciale.

Enfin, ce tableau s’applique seulement aux latitudes
positives, c’est-a-dire boréales. On peut s’en servir pour
un point de I'hémisphére austral, en changeant ala fois
le signe de la latitude et le signe de la déclinaison, ce qui
fait connaitre les heures rapportées au temps vrai. Mais,
pour la correction de ces heures, on aura soin de prendre
I’équation du temps qui s’applique a I'époque vraie, en
observant que la symétrie de la figure par rapport a la
ligne moyenne AO ne s’étend pas a la courbe des époques.

Le méme Tableau fait connaitre aussi les coordonnées
géographiques des points du globe pour lesquels le Soleil
se 1éve ou se couche au méme instant. Proposons-nous,
par exemple, de trouver les points de la Terre pour les-
quels le coucher du Soleil a lieu 4 la méme heure que
pour Paris, lorsque la déclinaison est de 10 degrés aus-
trale.

Soit AC la droite qui correspond 4 la déclinaison 10 de-
grés australe, CO I'horizontale qui correspond a la lati-
tude de Paris. L’heure marquée en E sera 'heure du
coucher du Soleil 4 Paris. Au méme jour, le Soleil sc
couche a 'heure E; pour la tatitude O,C,, a I'heure E,
pour la latitude O, C, (heure des localités ), et ces heures
correspondent au méme instant, s'il y a entre les points
ou on les observe et Paris des différences de longitude
égales aux angles E,O'E, E,O'E. Il suflit donc pour
résoudre le probleéme d’associer aux latitudes rencontrées
par la droite AC les longitudes représentées dans le
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cercle par les angles au centre correspondant aux arcs
horaires. Les angles comptés en arriére de O'E corres-
pondent aux longitudes occidentales, les angles comptés
dans le sens des heures correspondent aux longitudes a
’est du méridien auquel on rapporte le temps. Le cercle
des heures permet donc d'introduire dans le probléme
la considération des longitudes.

II.

Un abaque analogue, que nous avons construit, fait
connaitre a vue I'angle azimutal NOS, compris entre
le nord et le point de ’horizon ou le Soleil se léve, angle
(u’on appelle parfois amplitude ortive du Soleil et qui
est égal, si I'on néglige la variation diurne de la décli-
naison, & 'angle azimutal compris entre le nord et le
coucher, ¢’est-a-dire i Vamplitude occase.

Cet angle o est donné par le triangle rectangle PNS;
on a, en effet,

cosPS == cosPN cos NS,
ou bien

2 sinD  cosk cosa.

Posons

r =cosw, y-=sinD;
il viendra

¥y —=ZCosh,

équation qui représente en coordonnées rectangles une
série de droites passant toutes par lorigine et dont les
coefficients angulaires sont égaux aux cosinus de la lati-
tude. Ayant tracé ces droites pour différentes valeursde 2,
on les coupera par une série de paralléles a axe des x,
ayant pour ordonnées le sinus de la déclinaison. Le point
d'intersection d’'une droite du premier sysiéme avec
unc droite du second aura pour abscisse le cosinus de
Pangle o5 et 'on pourra, par conséquent, lire la valeur
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de cet angle, si 'on a soin de graduer I'axe des abscisses
suivant la loi exprimée par I'équation x = cosw et d'y
inscrire les valeurs de I'angle o, et non celles de 1’ab-
scisse x. L’axe des y sera gradué suivantlaloiy =sinD,
en donnant a D des valeurs positives ou négatives, com-
prises entre ces deux limites extrémes. Enfin chaque
droite passant par origine porte une cote qui fait con-
naitre la latitude correspondante.

Le méme Tableau graphique, prolongé et complété,
peut servir a résoudie & vue tout triangle sphérique rec-
tangle. On obtient ainsi le Tableau n° 3.

Soit ABC un triangle rectangle en A soient a 'hypo-
énuse, b et ¢ les cotés de I'angle droit, B et C les angles
opposés. On aura, entre ces divers éléments, les deux
¢quations principales

cosa «— cos b cosc,

sind _=sina sin B;
etsi I'on parvient a tracer deux séries de lignes qui cor-
respondent I'une au paramétie ¢, 'autre au paramétre B,
les coordonnées dépendant des argaments @ ct b, on aura
construit un Tableau graphique qui liera ensemble ces
quatre éléments, et qui permettra de résoudre a vue le
triangle, quelles que soient les données. Nous ferons pour
cela, comme tout a 'heure,

x — cosb,
3 cosa,
et il viendra

¥ = 1cosc,
équation de droites passant par 'origine et repiésentant
les lignes c,

\/l—:c'_"_"sinB\,l——_y‘,
ot
1- X~ = __sin*B 1 — y?,
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équation d’hyperboles qui passent toutes par les points
du plan = ==1, y = =1, et qui correspondent cha-
cune » une valeur de P'angle B. Si, dans cette derniére
équation, on faity = o, il vient

x*=1— sin’B — cos*B.

Donc x = == cosB. Chaque hyperbole coupe donc I'axe
des abscisses en un point dont I'abscisse est le cosinus de
I'angle cherché. Or 'axe des x est déja gradué suivant
la loi x = cosb. L’arc inscrit en chaque point de I'axe
représente donc un angle, et, par conséquent, le point
d'intersection de chaque hyperbole avec 1'axe des ab-
scisses donne I'angle B qui définit la courbe.

Mais on pourrait aussi se passer de ces courbes, en
observant que I'équation

sinh = sina sinB
équivaut a celle-ci

. ) .
T I3 ™

cos{——b)=cos| - — a) cos{ ——B),
2 2 ) 2

™ ™ ™
de sorte que les ares — — b, — —a, — — B forment un
2 2 2

. T ’
triangle rectangle dont = — & est I'hypoténuse. La rela-
DY

tion entre les trois éléments a, b, B est donc donnée par
le méme diagramme que celle gui lie les éléments a, b, ¢,
moyennant qu'on remplace respectivement a, b, ¢ par
k(g ™ T
——0b, - —a,-—B.
2 2 2
On pourrait construire de méme une série de courbes
donnant les valeurs de I'angle C, compris entre les cotés
aetec.
En attribuant a cet angle différentes valeurs succes-
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sives, on aurait entre x et y une équation du quatriéme
degré; mais ce tracé surchargerait trop I'épure. Aprés
avoir considéré dans le triangle les cotés et les angles
pris dans Vordre a, B, c, b, C, on peut aussi bien les
prendre dans 'ordre inverse a, C, b, ¢, B, et permu-
ter Ben C,Cen B,b en ¢, c en b. Alors cosx devient
I’abscisse, cos b le coefficient angulaire des droites issues
de l'origine, cosa reste I'ordonnée, et les hyperboles,
qui tout a 'heure correspondaient aux angles B, cor-
respondent maintenant aux angles C. Il n’y aura donc
de difficulté que pour le probléme ou I'on donnerait les
deux angles B et C, qui seraient représentés tous les
deux par des courbes du méme systéme. Le Tableau ser-
vira cncore a résoudre le triangle, mais & 1'aide d'un
tatonnement.

Soient NB, NC les hype:’boles qui correspondent aux
angles donnés C et B. Sil’on méne arbitrairement unc
droite horizontale, correspondant a une valeur de I’hy-
poténuse a, cette droite coupe les deux hyperboles en
des points P et Q. La droite OP prolongée coupe MN
en un point Lj la droite QR, abaissée perpendiculaire-
ment sur OM, coupe 'axe des abscisses en un point R.
Or les deux segments OR, ML représentent tous les deux
le cosinus du méme ¢6té; ils doivent donc étre égaux,
et la droite (@) doit étre telle qu'on ait ML = OR. Les
droites OL, QR étant tracées en grand nombre sur le
Tableau, il sera facile de déterminer par quelques essais
la position de la dreite (a), qui assure cette égalité des
deux segments.

Remarquons, en finissant, que le triangle plan OMN,
partagé par les lignes issues du point O, peut éire re-
gardé comme la carte, dans un systéme particulier de
tracé, d'un triangle sphérique trirectangle omn. Le
point O correspond au péle o, pris en I'un des sommets.
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Le coté MN estl'équatenr, etles rayons issus du point O
sont les méridiens. Les droites perpendiculaires a OM
représentent les paralléles LL'. Si T'on désigne par 2 la
latitude pl d’un point p, et par L sa longitude, comptée
a partir du c6té om pris pour premier méridien, on aura,
daus le triangle mp/, rectangle en /,

hypoténusemp —a, ml—c=L, pl=105b =1,

et la relation
cosa-- cosbcose.

Les formules de transformation seront

x == cosb = cos},

¥y = :cosa =. coshcosL.

L’hypoténuse @ donne la distance sphérique du point p
au point m de 'équatcur, €t les angles B, donnés par
les hyperboles, sont les angles pml formés par cette
distance sphérique avec Péquateur. On reconnait les
deux éléments nécessaires au tracé central d’égale su-
perficie, qui a pour centre un pointm pris sur 'équateur.

Le méme Tableau permet aussi de résoudre a vue la
question qui consiste a trouver la distance de deux
points sur la sphére, connaissant les latitudes et les lon-
gitudes de ces deux points.

Soient A, %' les latitudes données, L la différence des
longitudes donndes, et A la distance cherchée; on aura

cosA - sinisin)’ + cosicos) cosL

= -sin)(sin}’ 4 cotl cos)'cosL).

]

Appelons ¢ un arc auxiliaire donné par la formule

tange -~ cotl cosL,
il viendra
X . sino _ sina sin (N = o)
cosA - sini|sind'-- 'C()SA') — ( -
('()SG‘) ; COs @
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Cela posé, considérons trois triangles rectangles, savoir:
1° Un triangle ayant pour cotés de I’angle droit les
arcs ¢ et go°— L; 'angle opposé au coté ¢ sera égal a
go®—12, car on a

tange = sin {go® — L) tang(go°® — 1),

en vertu de la relation qui définit I'arc auxiliaire. Ce
premier triangle, ou 'on connaitde coté go® —L et
I'angle adjacent go°— 2, fait donc connaitre le c6té g,
que I'on trouve sur le Tableau graphique.

2° Un triangle rectangle ayant pour cé6tés de 'angle
droit go°— X et go®— ¥
poténuse, on aura

%. Si 'on appelle x son hy-

cosz == ¢0s(Go°® — X1¢0s{go® — X — ¢ ) = sinksin (X +¢).

Le c6té x sera donc encore facile a trouver sur le Tableau.
3° Imaginons un troisi¢éme triangle rectangle ayant
pour hypoténuse x, et ¢ pour 'un des cotés de I'angle

droit. L’autre coté sera égal a la distance cherchée A,
cosx

car son cosinus sera ¢gal a

Le Tableau résout donc le probléme, en introduisant
deux auxiliaires, © et x. Ces opérations successives sont
résumées dans le Tablcau symbolique suivant :

Quantités données. Quantités cherchées.
c:=qo°—L B=go*—1} b-—g
b=gqgo"—1 c=9g0° — ) —o a==ux

a—ux b= c- A



