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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
Par M. H. LAURENT.
[svrtE (*).]

RELATIONS DIFFERENTIELLES ENTRE LES FONCTIONS

AUXILIAIRES.
Posons
_ H{=),
e(r)’
on aura
(l\ d_f o H,('T)G)('T) _ G),(‘l.) H(.Z‘).
/ de 0?(z)

Or, en différentiant les formules (5), on a

/ -J= By
‘ H (z +2K'y—1)=— H'(z)e Kk A

+ H(x)eﬁl&i (24 K"/:) ﬁl:——“;,
:2) ‘ rV—_l( i .
®I(x + 2K’ \/.___l_) I @’(x) (,'_ R (e+K'V—1)

~1‘:‘;_‘(1+K’\/l_1)7r\/:
K

+ ©(z)e

Or les deux fonctions H(x) et © (xx) possédent la période
4K il en est donc de méme de H'(x) O () — O'(x) H(x),
et, quand on y change x en x 4 2K’\/— 1, en vertu de
(2), cette fonction devient

2ry—1 —_—
— x W= )
[0(z) H(2) — H(z) @' (z]]e & (eemv=1)

(*) Nouvelles Annales, 2© serie, . XVI, p. 78, 211, 361, 385, 433, 481.
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en d’autres termes, elle s’est trouvée multipliée par

—tgzl(rﬁ-l\"/——i) —
e - e

Yt o
K 1E(Jr—r-]\ \/-l).

Or les fonctions © (x)H(x) et ©,(x)H,(x) sont dans
ce cas; on doit donc poser

(3) H(x)o(z) — H(z)0'(x) = Ao (x) H(z) + BO,(z) H, (),
ou, en divisant par % et en tenant compte de (1),

H, (z)

Y

(z)

i}: — A H(I) -+ B @|_(.2‘)
dx 0 1) o(z)

Mais, si, dans (3), on change x en — x, on a
H'(z)e(z) — H(z)®'(z) =— A®©(x) H(z) + BO,(2) H, (',

et, en comparant cette formule avec (3), on a

A =o;
donc
& _ ot
dx ® 0

Si, dans (3), on fait x = o0, on a

H'(0)®(0) = B0, (0) H,(0].
Tirant B de 14, la formule précédente donne
(4) dy _ W{o)®(0) O (z)H,(x)

dr — @,(0o)H,(0)  e(z]

Entre cette formule ct les formules (1) et (2) du para-
graphe précédent, éliminons O,(x) ct H,(x); nous
aurons

(&) =% [ w7 |- 55]

Cette équation serait identique a celle qui nous a servi
primitivement a définir le sinus de Pamplitude de x, si




I snx——-@'(o) __ 8o) y“r_)—l_ HJ“_C_
s —H1(O)7“‘H,(o)®(r)—‘\/z o)
G).(O) H(o) .
5 g id=s
Hilo)
i @‘f(o)—‘:

et I'on aurait

d 2
( :;:x) = (1 —sn’z) (1 — A*sn’r).

On a donc bien

et il est nettement établi que la fonction snx est mono-
drome, puisqu’on peut la former de toutes piéces en la
considérant comme le quotient de deux fonctions mo-
nodromes.

Maintenant reprenons les formules (1) et (2) du pa-
ragraphe précédent; on peut les écrire, en divisant par
0*(x),

(o] T efz) Hifo]
_ Ha) Filo)  ©%(x) €(o]
'= ot 7] 03(0) T @(a) 0 0]

%) (.Z‘) H, (0) == cosamx — Cn.z,

et la derniére donnera
e?!(xr) ©*(o)

1= A'sp?r 4 —— —
so oz} el lo
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ou bien

Sl L — 1 — Afsnie = dnz

Elle donnera aussi, pour x = K,

__H(K) Hi(o)
— oK) eflo) " e (K] ef(o)

ou bien
H{(o)  ©o)
ei(o)  ©f(o)

+

Le premier terme du second membre est A%, le second
est donc la quantité désignée plus haut par k'?; A’ est ce
que nous avons appclé le module complémentaire. On
a donc le tableau suivaut :

TABLEAU N° .

1 H(r)
Tk o)’
\//. H, (7)
cnx — —_—
[10] — 0, x\

dnr = \//\ (—9—(;)—,

(Mol _el) el i _Hio)
®;.0) H?%o ) CH) Y ©4(0)
M+Air=1,

K: " ar =X

(1] s \/l—x‘ 1»—Ax2)
‘ [ k= M~: [

. o Vii—at' (1— A"
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sno == 0,
snK =1,
sn2K = o,

snK’\/::oo,
sn(2K +K\/—1) =,

sn(K 4+ Ry —1) = Z"

cno —=1,
cnK = o,
cnaK = 1,

enK'y—1=2,

en(2K + K’ V—1) =,

en(K+K'y—1)=

=,

dnx

9
hsnx

dno =1,

dnK —= 4/,

dn2K =—1,
(InK’\/::cfo ’

dnoK +~K'y—1) =,

dn(K +K'y—1)=o,

dn(— ) =dnaz,
dn{(2K — x) = dnu,
dn (2 K + 2) =dn.r,

lj
dn(K

7

dl’](l{ "FT) :(TH—L‘E

dn(K'y =1 +2)=—y—1

dn (2 KV—1 +.r)

Infinis.

K'y—1, 2K +K'y—1,
K'y—1, 2K +K'y—1,

sn{—z) =— snux, cn(— z)= cnz,
sn/2K — ») =sna, en(2K - x) =cnx,
su(2K + z) =— snz, en(2K + z) = cnw,
n. snx
sn(Kﬁ"‘:il (K——x)_—ﬂl—-—ﬂ
; ’ dnz’ dn.r
cnar shx
K 4 2) = en(K + ) =— §'——
St AT ( ) dnz’
sn(l{’\/—1+x) - en Ky —1-+ x)_—:_v:; -
fsnx’
0% VN — ’ —_
sni2K'y —1-+x) =snur, cn(?K\/—l—{—x —— cnur,
Fonctions. Periodes. Zeros.
SNE . oeu. . 4K, 2K'\—1, 0, 2K,
cnr........ 2K, 2K + 2K'y--1, K, —K,
dnz. ...... 2K, 2K’y 1, +K +K'y—1,

K'y—1, 2K + K'{/—1.

—(nx
—— -

snw

——dnx.

( ger)
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RELATIONS ENTRE snx, cnx T doux.

A la fonction snx, définie par 'équation

dy
) —— =
(r ’ dx

Vit— @) (1 — Au?),
nous avons adjoint les fonctions

‘ cnxr —o — \/1—1:',

(2)
l dnr—w= \/1 — kru’.

i

La formule (1) pourra alors s’écrire

du

— = cnzxdnx —ow.
dx

Des formules (2) on déduira

do 1% du
— == — - I — wv,
dx yi— a dx
dw Au du
—— e e e = R,
dx Vi—Atu? e
Ainsil on a
. dsnz
- = cnxdnux,
dx
dcnax
(3, — —— dnzsnz,
dx
ddnr
—  — =—— A’snzxcnx.
dx

\

Maintenant, si I'on observe que

Wt A2
lt:V]——v":-}.\/l—wz, (':l/zA s

w== \/P‘ + ko,
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les formules (3 ) pourront s’écrire

du = 3
Z;::V’U"‘ u*)(1— k*ut),

do -~
==V =] (47 ),
dw - = :
——dr::—l‘\/(w‘—lr ) (1 — n?).

Rien n'est plus simple, en partant des formules (3), que
de formerles équations auxquelles satisferaient tangam x,
cotamx, . ... On formera ainsi le tableau suivant :

TABLEAU N° 5.

dsnx d
———I=Ccnxanx
de ’
dcenx
[l5] —d;—‘ :——dnxsn.z,
ddnr
—= — A*snrcnz.
dx
Fonctions. Leur équation différentielle.
) du
—sn.r —_— L — w?) (1 — Aru?),
u sn.r, dz vk )( /
dIl t’ A
u=cnzx —:—k’\/(l——uz) I+ o 1)
’ dx U
du o e
v —=dnxz, I = \/(1——u7)7\u2—l~2),
du / S e
u=tangamr, —— = \/(1 -+ &)1+ A"u?),
dr
[16] e
a Ty Pa—
| u — cotamx, —_— = \/(1+u“)(k“+u“,
dx
i du A?
© = sécamzr, E:—A”\/(tﬁ—-l)(:ﬂ— Z"—‘>’
du —_—
— cosécamzx, — — J(w*—1)(ur— A2
1 = c0sé v - \/( ) )s
d,
PRSI fﬁ:\/(u’—l)(l——/ﬂ:u’).

dnx dr
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Ce dernier tableau est utile pour la réduction de I'in-

tégrale
f Vi +‘,;;\ W

aux fonctions elliptiques.

FORMULES D ADDITION.

Considérons maintenant le produit
H(z + a)H(z — a) =0(z);
on a (tableau n°1)
0(x + 2K) = 6(),

._\/_(x W3
0(r 4 2Ky T ) = o(x)e - K TRV 3

Les fonctions H? et OF satisfont a la méme équation;

donc
H(r + a)H(xr — a) = AH?(z) + B@?(r).

Pour déterminer A et B, on ferax — o3 on aura alors

— H?(a) = Bo* (o).

/

On fera ensuite x = K'y/— (; on aura alors

B(K Y o a) BOK YT — a) = (K YT

ou
— 0(a)o(— a)=— Ae(o)
On a donc
H?(a)
B—=—— (n\’ A—Ea‘ti
®'0) (o

et, par suite,
©?(a) H?(z) — H*{a) ©*(7)
H(z + a)H{zx —a) = 0 ! .

On obtient de la méme facon une foule d’autres for-
mules, que nous résumons dans le tableau ci-aprés.
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TABLEAU N° 0.

©?(a) H?(2) — A?(a) ©*(z)
(o)

 H(z—a)H(z+ a) = ,
H(z — a) @(x -+~ a)
H(a)0(a)

— HL("_)G_)'_(_‘L) 2)0 (z) — — " H (2} 0,2
=i, (o) el) 1®° "~ § 5)e, o) T @zl

[,7] H(.r—a)Hl(.r—*—a)

_ olalofa) poy iy Bl@ola oo
— @(0)91(0) ( )Hl( ) @(O) 9‘(0) () (i_v).( Y,
I-I(x—a)@l(:’:-{"a)
H,(a)@(a) 5 1z B(a)ei(a) N
‘ i, (o) o (o) 0 1) @@ — i oTe(o) © @) Hilzh
|'i @(x—a)@(x+a}:®2(ﬂ)®7(x)®:(.0§p(a) Hz(x),
©(x —a)H(z + a)

[18] { o(r — a)H,(z + a)
n o(a)e,(a)B/x)H,(z) — H(a)®(a) 0 ) o.(x)
o ©(o0) ©,(0)

’

oz — a) 0,(x + a)
__H(a)o(a)H(z)0,(2) — H(a) ®/(a)0(z) H,(x)
- ©(0) H,(o) )

En combinant ces formules par voie de division, et en
ayant égard aux formules du tableau n° 4, on trouve,
par exemple, en divisant la premiére [17] par la se-
conde [17],

sn?x — sn*a

sn(r +a) = »
snzcnadna—snacnxdnx
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et, en multipliant haut et bas par

snz cna dna -+ snacnx dnx,

snzcnadna +snacnxdnax
M

n(r+a) = — -
1 — A’sn*a sn*x

c’est par ce moyen que I'on formera le tableau suivant :

pr

TABLEAU N° 7,

—
w

snacnbdnb *snébcnadna
t — A?sn’asntb

nlaz=bd) = s

cnacnb 3= snasnbdnadnd

?

[19] cnfa == b) =

1 — k?sn*asn?b

dnadnbd == F*snasnbcnacnb

dn(a==b) =
( I 1 — A¥snasn?b
Pour a =5 :
1 asnacnadna
sn2d — —m———
1 — A*sn’a
cn?a — sn?adn?a
[20] cnoa — ——————
1 — A‘sn‘a
dn’a — k*sn’acn’a
dnoa =

\ 1 — A*sn‘a

i

[ sn(a-+b) +sn(a—b)==Gsnacnodnb,
sn{a-+b) —sn{a—b) = Gsnbcenadaa,

! cn\a ~+ b} +-cn(a — b) = Gcenacnb,

1 en(a -0 —cn(a— b)==—Gsnasnbdnadnb,
' dnfa -+ b} +~dn(e — b) = Gdnadnb,
dn(a - b} —dn{a —b) ——GA?snasnbenacnb.
On a posé
a2
G—=

1 — A'sn’asntb
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Les formules d’addition [19] sont les premiéres que
P'on ait trouvées sur les fonctions directes. Elles sont
analogues aux formules fondamentales de la Trigono-
métrie; mais ce n’est pas comme nous venons de le
montrer qu’elles ont été trouvées.

C’est en intégrant I'équation

dx L dy

= - = = =0,

Vel R Vi) (i e

que I'on est arrivé a la découverte des formules d’addi-
tion. La méthode la plus simple qui ait été donnée pour
Pintégration de cette formule est due & Lagrange. D’au-
tres méthodes, plus simples en apparence, ont I'incon-
vénient de s’appuyer sur des artifices qui supposent
évidemment que I'on connait d’avance I'intégrale.

(A saivre.)



