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DES CAS OU L'ON PEUT RESOUDRE L'EQUATION DU SECOND
DEGRE PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES;

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

La résolution de I'équation ax?® + bx—+ ¢ =o, par
approximations successives, n’est avantageuse que si a est
trés-petit; mais on peut chercher dans quelles limites la
méthode peut s’appliquer, c’est-a-dire donner des valeurs
tendant indéfiniment vers une des racines de I'équation.
Quand a et ¢ sont de méme signe, la question est facile :
on démontre d’habitude que I’erreur commise aprés la
c [fac\™
AN
donc applicable si 4ac <b*, et cette condition suffisante
est nécessaire; car, si elle n’est pas satisfaite, x est
imaginaire, et ne saurait étre Ja limite d’une suite de
valeurs évidemment réelles.

miéme approximation est < - La méthode est

Considérons le cas ou I'équation a la forme
q;(.z‘) —ax?*+br—c—o.

Les valeurs x,, x, x,..., obtenues par un procédé bien
connu sont tour a tour supérieures et inférieures a x,
x désignant a avenir la racine positive de I’équation ;
on sait méme qu’en écartant le cas on &, serait négatif,
ce qui entrainerait ac™>b*, x,, x5, x;,... vont en dimi-
nuant, et Xy, X;,... €n croissant, de sorte que ces deux
sérics de nombres se rapprochent constamment de x;
mais il faut qu’elles s’en approchent indéfiniment. Je dé-
signe par ey, €,, £;,...les valeurs absolues des erreurs cor-
respondant aux approximations successives, et j’écris la
relation connue

(1) Sm+.:%(x+.r,,.)e,,,.
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24ac , .
Onen conc]uts,,,.,,, < < ) ¢, ; la méthode est appli-
cable 51 < 3~ ci cettecondition n’est plus nécessaire;
mais il est clair que les erreurs ne tendront pas vers

, b
zéro quand x sera > ot Supposons, en effet, que x
+

.o b [
soit >z et que ¢, tende vers zéro; x,, se rapprochera
de plus en plus de x, et x - x,, deviendra,  partir d’une
-~

b .
valeur suffisante de m, > Py alors ¢, , sera _ - ¢,; les

nombres ¢,,, ¢myy,... allant en croissant ne tendent pas vers
zéro, ce qui est en contradiction avec 'hypothése. D’ail-

.. h . s
leurs, la condition x > 5, revienta
a

b Z u N 3
o\ 52 o o 5 Z

. . . b ac 3
Je dis maintenant que, si x est < 22 O S les er-

b? 4
reurs successives tendent vers zéro. Dans I'équation (1),
je fais tour a tour m== 2n, et m== 27 —1, et je remplace

Xgn PAT T — €95y Lapy PAr T == €9 g !
a
Emgt = Z (2-7-' - Em) €

€ap — (2x+5’.‘n——|)€m——l (")'

R

. b , . ac 3
(*) Cette formule montre que si z == 32’ d’ou Al on a
€49 > €4, ; 8lors les termes derangs pairs dela suite ,. ¢,, €, ... surpassent
ceux qui les precédent immédiatement. Pour que les termes de cette suite

aient des valeurs constamment décroissantes, a partir du second e,, il
faut qu’on ait oo < 2 — /2 (ar® série, t. XVI, p. 436); mais cette con-

dition n’est pas nécessaire pour que les termes deviennent moindres
que tout nombre donné. (G)
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Eliminant ¢,,, on trouve

. a’ 4 149 . 2ax
= — |42 x —_—— -
201 s A Em—1

(2) fazx , a
— 3 Eon—1 3 5,,,_2] En—te

ac

- r e 3 .
Sil'on a précisément x = — , — == >, cette relation de-
20 b 4§

vient
- a® , a® ,
Eangr == l——2~[;;e“_|-—ﬁe,__' Ban e

Onnepeutsupposer quelesnombresde la suite ¢y, ¢5,...,

. €
€3n41 restent au-dessus d’'un nombre fini, car alors -“*"

Ean—1
étant moindre qu’un nombre < 1, leserreurs considérées
décroitraient plus vite que les termes d’une progression
décroissante, et tendraient vers zéro, ce qui renverse
Phypothése : donc €,,, 4 a pour limite zéro, et il en est
par suite de méme pour ¢,,.

b ac 3 S
Quand x est <C 20 < 7 les approximations suc-
cessives doivent, a fortiori, converger vers x; mais la

. ac
formule (2) le prouve rigoureusement. Comme - est
< 1, nous sommes sir que x,, Xy,... décroissent con-

stamment, ainsi que ¢;, €;,...;0n aura donc &,,_, = f¢,,

b
6 étant <1. Posons x = — (1—#),ona

ax*  b(1— hA)?

b
El:T———&T’ Eapay = 9(1-—— h)’

§a

Substituons dans (2), et représentons par —A*(1—h)’
la somme des deux derniers termes de la parenthése, il
vient
bh
Eamp = (T — )} 1+ —4— (I-—— h)— K |eagems »
i 26.
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La parenthése est moindre que (1+4)*, donc
Eangt < (1 — R emi;
les erreurs décroissent plus vite que les termes d’'une
progression dont la raison serait (1—A?)*; la méthode
des approximations sera donc applicable, sinon rapide,

<3
4

tant que - sera



