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GORRESPONDANCE.

Extrait d'une Lettre de M. Doucet, professeur au
lycée de Lyon. — Permettez-moi, je vous prie, de re-
venir un instant sur une question traitée deux fois déja
dans les Annales, et qui est la suivante :

Par deux points fixes A et B pris sur une ellipse
donnée, on fait passer des cercles variables; on de-
mande le lieu des points M ot concourent les tangentes
menées a Uellipse et & chacun des cercles.

Vous avez donné, Monsieur, dans les Nouvelles An-
nales (17 série, t. X, p. 408) une solution géométrique
qui ne laisse rien a désirer. En méme temps, vous de-
mandiez a vos lecteurs une solution analytique qui, en
raison de certaines difficultés, devait étre intéressante ey
instructive (¥).

M. Breton (de Champ) a donné une solution de cette
nature, fondée sur les principes de ’homologie. Cette so-
lution est reproduite par M. Housel, dans son Intro-
duction & la Géométrie supérieure (p. 177). « L’ana-
lyse ordinaire, dit cet auteur, ne donnerait pas uni-
quement |'équation du lieu cherché, parce que les quatre
tangentes communes que le calcul indique toujours pour
deux coniques se coupent deux a deux en six points.... »
1l fallait donc avoir recours aux formules de I’homologie
pour n’obtenir que le facteur du second degré, qui résout
seul la question.

Je vous adresse, Monsieur, une solution analytique

(*) Cette solution a été donnée par MM. Mister et Neuberg, 2¢ série,
t. 11, p. 481; et par M. Paul Serret, 2¢ série, t. III, p. 4g.
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que j’ai eu 'occasion de donner a des éléves de Mathéma-
tiques spéciales. Je ne fais usage que de I’analyse la plus
ordinaire; c’est un calcul trés-simple, dans lequel le be-
soin de I’homologie ne se fait nullement sentir.

Soit T = o I'équation du systéme des deux tangentes
menées & l'ellipse par le point M («, 8) qui correspond
a I'un des cercles.

Soient en outre P = 0, Q = o les polaires de ce point
dans 'ellipse et dans le cercle. Ces deux courbes peuvent
étre représentées par les équations

(1) T +2P?= o,
(2) T +pQ*=o,

A et u étant deux paramétres & déterminer.
En retranchant, on a

P\/i:iQﬁ’

équation d’un systéme de cordes communes. Prenons,
pour la droite AB,

(3) PVX=1Q Vp.
Soit maintenant
x!

, r?
0 At Eor=o

I’équation de V'ellipse. Alors

T=(f—0")(z— ) — 2ap(x — «) (r — §)

+ (@ —a)(r —B)
B
P= p -+ e I.
Pour identifier les équations (1) et (4), il suffit d’an-

nuler, dans la premiére, le coefficient de xy; il en ré-
sulte

.

A= a2b2.
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Soit d'ailleurs Q =y + px +¢. L'équation (3) de-
vient

( +Eb—{—n> ab = (y +pz +q) Ve,

et si I'on désigne par x,, y; les coordonnées a Forigine de
la droite AB,on a

(%‘? —1) ab=(px,+q) Ve,

<Eb77'_1) ab=(y. + q)Vp-

En retranchant, on élimine g, et il vient

(Eﬂ — ﬁ[i‘) ab=(pzi—r) Ve,

a2

équation ou n’entre que le rapport L, et qui montre par
1a que le lieu cherche ne dépend que de la direction de AB.
Soit m = — 2 le coefficient angulaire de cette direction.

1
L’équation ci-dessus devient

Exprimons maintenant que la courbe (2) est un cercle;
il vient
-+ a— b= p(1— p?),

— B,
l&

Substituons cette valeur de p dans les deux équations
qui précédent, on a

e  Bm af
(;{24— bz) b_.._T'“l" I)l\/x.l-,

202
B— &+ a’— b=p — af s

(5)
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et il faut, entre ces deux équations, éliminer p. La pre-
miére donne deux valeurs pour \/p.
~ a . .o,

1° Ju=20 3 Cette valeur doit étre rejetée; car, sub-
stituée dans la deuxiéme des équations (5), elle conduit
a2 4+ By — o, qui nest autre chose que Pellipse

a2 b? =0, qu nes q P
donnée.

- b .
2° Ju=ua —+ Celle-ci donne

ot Bz a*— b?

a*m?® 62" a‘mi+ b?

Telle est I'équation dulieu demandé. C’est une hyperbole
homofocale a I'ellipse donnée.



