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ETUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE

(suite, voir méme tome, p. 49);

Par M. PAINVIN.

11. La surface A, comme nous le verrons par I’ana—
lyse suivante, se compose de deux nappes distinctes, qui
viennent se raccorder en quatre points coniques réels.
Il est entendu, une fois peur toutes, que nous ne nous
occuperons, dans cette étude, que des solutions réelles.

Nous allons maintenant déterminer les valeurs du
paramétre p correspondant i chacune des deux nappes,
les coordonnées du point, et I’équation du systéme (C).

Nous avons déja dit que les quantités o, et g3 pou-
vaieut seules étre nulles; or les équations (17), (11), (12)
et (19) donnent immédiatcment :

1. 0, = 0.
(‘0) P3T=Pi5 GiT=P2— P, G3=pa+ P}
(2°)  Sy=¢s, G,=p?, Hy=—plps;
__ (a—pl)(a+ pa)
‘ R
. ) (6% +
(30) 4 .7‘5:_' Dl:)(x P2 ’
(23) ' ca,
' 22— (et —pi)(e*+ Pe)_
Nappe < o ﬂ:b;’ —
supérieure o ) ; .
des |W) mHrits=at bt =crp;
[ (a® +p ) (8" +p/ ) (¢ + pi)
[y o 2
><( s ——r>
(50) « @ p e ep

— (&' —=p)(6* —p)(e—p)

Lo X z 2
><< ,o —+ {o}’ -+ % —1) =—o.
a’—p,  b—p,  —p,
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T 7, =o0.
) (1) po==—p, G =ps— f, C=pi+pi;
: (2°) So=py Go=p1{, Hy=—plp.;
» et —pli(a’+p)
‘ Lg=— — 5f(f ,
0?) (b2
(30) 1~ yi=— (--—;'3)(4 7)7
, ctal
?4) 6 2\ (2 )
(e (e
Nappe L ailb:

inférieure | . .
de A | (4°) l;+_)’§+za:n2+[)z+ca_‘_‘{,3:(,_}_(1‘;

(4 p ) (02 p)(e*+p)

< Xox Yo 503 )’
> -+ -+ —1
”‘+Pl I)2+PI N‘*‘Pl

— (@ —pj(b*—pi) (¢ —pi)

x(ﬁr~+fﬂ + 2 ~qa
a—p  b*—p = —p

\
\

Comme pg < ps, on voit. par les égalités (4°), que la
surface A se compose de deux nappes distinctes; les rela-
tions (23) correspondent a la nappe supérieure, tandis
que les relations (24) correspondent a la nappe infé-
rieure de A.
Pour la nappe supérieurc, on a
So<lo, et S{—G,=p;—p;<o0;

car, pour que a ,, y; ¢t z; | équations (23), formules (3°)]
soient positifs, il faut. eu ¢gard aux inégalités (13) et (14),
que py soit positif et compris entre a® et b%; et, comme
la valeur absoluc de p, est comprise entre ¢* et 52, il suit
de 12

_ Pz <pi-

L’équation (16) nous montre alors que les deux plans du
systéme (C) sont réels.
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Pour la nappe inférieure, on a
S, <o, et S:——Go‘:p;* Pf>0;

car, pour que x;, ¥ et z} [équations (24), formules (3°)]
soient positifs, il faut, eu égard aux inégalités (13) et (14),
que p, soit positif et compris entre c* et b*; et, comme
la valeur absolue de p; est comprise entre a® et b%, il suit
de 1a
py>pe

L’équation (16) nous montre alors que les deux plans du
systeme (C) sont imaginaires.

Par conséquent :

Tatorime V. — La surface (A) se compose de deux
nappes distinctes renfermées entre la sphére (S) et
lellipsoide (G); ces deux nappes se raccordent en
quatre points doubles coniques réels.

(Il y a douze autres points doubles imaginaires, dont
quatre a 'infini.)

Pour les différents points de la surface A, le para-
métre p, de Uellipsoide homofocal qui passe par ces
poinis est positif.

Pour la NAPPE SUPERIEURE, On a

b* < pi < a?;

le cone (C) se réduit a pEUX PLANS REELS, dont !’aréte,
normale a Uhyperboloide homofocal @ une nappe qui

passe par le point considéré, touche la surface A en ce
point.

Pour la nappE INFERIEURE, O a
< p, < %

le cone (C) se réduit & pEux PLANS IMAGINAIREs, dont
’ - \ . 1)
Uaréte, normale & Uhyperboloide homofocal & deux

7.



( ro0 )

nappes qui passe par le point considéré, touche la sur-
~ . .
Jace A en ce point.

12. Avant d’aller plus loin, démontrons analytique-
ment que Paréte da systéme de plans auquel se réduit le
cone (C) touche la surface A.

Nous voyons, par les équations (23) et (24), que la
droite, intersection des deux plans auxquels se réduit le
cone du complexe, est définie par les deux équations

( xrx, + haX) 23 —i—o
a4 b+ c + -
(25) ) P Py P
xx y 22
( - ‘ BAL -+ LE—— o,
”‘*‘P: bq-Pt C"*Pl

p1 ¢tant le paramétre de Pellipsoide homotocal qui passe
par le point (24, 70, 2o).
Les coordonnées d’un point quelconque de cette droite
peavent se représenter par les équations
)..T" )\.Ta )\zn

.r::.l:,,—*—-l—\—, Yy =Y+ B D z:zu—!——(—;—-,
1 1 1

A étant un paramétre arbitaire. Substituons ces valeurs
dans les équations (25), ct éerivons qu’elles sont véri-
fiées, quel que soit A5 il vient

I A S
Af@+p) Bl +p) Gl +p)
z; Y 3
-+ ==
A.(a’—p‘)_'-lB.(bz—p.) C.(cz——p.) i
apres avoir remarqué que les quantités
s R z z; X 2
-ttt - PR —
@~+p, - b4p,  ctp, a’—p, +b"——p, c*—p,

sont nulles.
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Si I'on a égard aux formules (3°), équations (23), les

égalités précédentes deviendront

i (@’+p,)(a*-p,) 4 b3 (2+p)( b—«l—p,) (e +py)(c? +p,)

A, B, G, . o
aj(@—p)(@+ps) | 616 —p)(b2Hp:) ci{e?—pi)(e*~ps)

: -+ 5 — =0;

A, B, G,

or ces égalités seront évidemment vérifiées, si I'on prend

A B C
(1’+p,—b‘+pz_c’+{),’

ces conditions sont suffisanies ¢t néeessairves. Par consé-
quent @ .

Les coordonnées x, y, z d’un poiut quelconque de
laréte du systéme de deux plans auxquels se réduit le
cone (C) du complexe ay ant son sommet en (x,, ¥,y Z)
peuvent sc I‘('/H'éoenler par

/

PSPy Wl B
(l"'—l-—(z,
26 ) Yo
(20) (d) /Y—~]o+)\b2+9
2,
z =2y 4+ X = »
¢t = p,

A ctant un paramétre arbitraire. Les formules (26) cor-
respondent & un point situé sur la nappe supérieure
de Aj pour obtenir les formules correspondant & un
point de la nappe inférieure, il suffit d’y remplacer p,
par ps.

Les équations (26) nous montrent encore que la
droite (d) est normale en (%os ¥4» 20) a la surface homo-
focale (p, ).

Ceci établi, remarquons que Véquation du plan tan-
genten un point (x,, ¥, 2,) de la surface A est, d’aprés

s

~ -
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I'équation (21) et les notations (6,

( 9 zz,(b*c* 4+ AS, + G,) + yy.(c’a* + BS, + G,)
2
7 { —+ 224(a?b*+ CS, 4~ G,) — (A + g S, + G, — Hy) =0,

avec la condition
(27 bis) S,G, + H, = o.

Or, si 'on exprime que la droite (26) est tout entiére
dans ce plan, on a, en égalant a zéro le coefficient de 2
ct le terme indépendant de A,

{ \ z3(b*c*+ AS, + Gy) + yi(c*a® + BS, + G,)
l0
) [ +2z{(a*b’+CSo +G,)—(h +gS, + ¢G, — Hy) =0,

/

] ) r:
[l»! . 2,2
( .) \a’ p:() 2+ AS,+G,) + ® Pu(c a’+ BS,+ G,)
2°)

,,'2
| + =22 (2% + 8o+ Gy) = 0.
¢+ p2

D’aprés les notations (6), I'égalité (1°) devient
Hy+ 4 +So(Go+g)+ Go (S, + ¢) — (h+gS,+ ¢G,— H,) = o,

ce qui est visiblement une identité.

Quant a l'égalité (2°), si I'on y introduit les va-
leurs (3°), équations (23), elle devient

al(a'—pi) (b4 AS,+G,) + b1 (b*—pl) (c*a® + BS,+G,)

+ ¢¥(c'— p?)(a?b’+ CS+G,) = 0;
ou encore, puisque 8, = p, ¢t G, = p?,
aj(at—p1) (B + Apa+p}) + b1 (b —pi) (@ +Bpa+p3)

+ ¢i(e* —p?)(a*b*+Cp,+p2)=0;
on voit alors immédiatement que le coefficient de p, et

ceux des diverses puissances de p! sont respectivement
uuls. La proposition énoncée est donc démontrée.

13. Nous allons donner encore une autre démonstra-
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tion de la méme proposition; elle nous fournira I'occa-
sion d'écrire plusieurs relations qui nous scront fort
utiles dans la suite.
Si 'on se reporte aux notations (5) du n® 3, on con-
slate immédiatement les égalités suivantes :

la+ b4+ ci=o,

; a*al + b*b} + c*ci=o,
' Aa? + Bb? + Cel=o,
Ad‘a; + Bbib: + Cefe’ = o;
alA* + b6IB 4GP =—alblc?,
ala +02b 4 clct =—alble?,
aj bt + bierad + ¢ a*lb? = — abict,

128) @iBC + bICA —+ ciAB = — ?bic?,
@alA + b*0'B + ¢*eiC =+ a’blc?;
«*aiBC + 0*02CA + ¢'ci! AB=—c.a’bic},
ata® + b1 + 2t = —e.a’b?c?,

i@t AT+ b10'B + cic*Ct =+ c.albic?,
I a; b + bidat + dlatht =—g.albic?,
'! At A? 4 bI0B + 1= glatblc?,
|
L «ib2c*BC+bicta’CA + cia’b*AB = — g.albic!

Posous, ¢n outre,
\ E=pipt+ ep} +gp+ by
(29) [ F»P:f: zl PZ
= pi Fepiptgpi+ hpss

on constate de suite que

(a* —p})(b*c* + Ap. +p!) =@*E —F,
{(30) (6*—p%)(c*a? + Bp, + p?) = b*E — F,
(c‘—pl)(a b* 4+ Cp, + p}) = ¢’E —F;
(@ + pa) (8¢ + Ap: + p}) = B+ A(p} —pl),
(30 bis) (&* + pa) (*@® + Bp, + p?) = E + B(p? —p?),
(¢ +p2) (@b + Cp, + p}) = E + C(p] —p});
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de 1a on conelut
(@'—p})(b2c* + Ap+pi) =a*E—F+(a*—pl)(p
(31) { (b*—p?) (c*a®>+Bp, +pi) =b*E—F+(b*—p?})

Ceci établi, substituons les valeurs (26) dans 'équation
SG+H=0

de la surface A; daus ce but, calculons d’abord S, G, H.

On a, en substituant les valeurs (26) dans les espres-
sions (6), n® 5, de S, G, H,

2 o 2 zz
S =8, + 22 ( 4 "y" + £
@t b Ap O

TN . B
(@ +p)t (O (efbp)

/ .2 2 Y2
G =G+ 2 ( Ar, . By | C3 )
. @Ap b 4p,
Al B)’z Cz? -
+ )\_’ o + w o
I_(”z“l"Pz)l (112+Pz)" (C'I-*—pz)lJ,

H—H, + 2) bty N caty? N a*btz?
”Z+Pz b7+P': ('2‘*"?2
be*.r caty? a*h?z? 'J

-+ A* +
la*+p.) (6*+p. ) (24 p))?

Si maintenant on introduit les valeurs (2°) et (3°),
équations (23), n°11, et qu’on ait égard aux relations (28)
et (31), on obtient trés-facilement
IS = p + 22

e
+ P—Fi),
(@ 42 ) (B2 + pa)(¢* + pr) (p2— ¢}
G= o0} + 0.}
{32) ¢ B 5 E
(@ +p) (0 +02) 7 4 py)

ez —pip—200

l a0 2
RIS s Rl Sl
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Si 'on substitue ces derniéres dans ’équation SG4+H =0
de la surface A, on est conduit au résultat trés-simple

R (pi+p3) (pi+ 8) + 2(epi+ £)pa)
(33) + [pa(p? +g8) + (epl + 4)]
> [2+ Me:—p1) J).’:o.
(@ =+ pa) (62 4-pa) (¢* +ps)
On aura P'équation analogue relative a la nappe infé-
rieure en remplacant p, par ps.

On voit donc que I'aréte des deux plans auxquels se
réduit le cone (C) du complexe touche la surface A au
point (o, Yo, Z,), €t qu’elle est une tangente ordinaire,
c’cst-a-dire qu’elle n’y rencontre la surface qu’en deux
points coincidents. '

On peut se demander si le coefficient de A* peut étre
nul, c’est-a-dire si la droite (26) peut étre une tangente
inflexionnellc de A.

En égalant a zéro le coefficient de 2* dans I'équa-
tion (33), on trouve

(pi+glpr+2(epi + h)po+pi(pi + g) =0,

ou encore

le:(pT+8) +epi + AT +pl(pl + 8 — (epi + A) =0,
ce qu'on peut écrire enfin
(1°) (papi+epitgparh) —(a —o®) o' —pi)(e'—p])=o0.

Or, pour la surface A, p, est positif et compris entre
a® et b* pour la nappe supérieure, entre b* et ¢* pour la
nappe inférieure (théoréme IV, n° 12). On voit alors
que 'équation n’admettra pas de solution réelle en p,
pour la nappe inférieure, mais elle admettra une solu-
tion réelle en p, pour la nappe supérieure. Seulement il
est facile de constater que la plus grande des valeurs
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absolues de g, est supérieure a 5%, et que la plus petitc
de ses valeurs absolues est inférieure 4 ¢*. Il n’y a donc
pas, en définitive, de points réels pour lesquels I'aréte
d’un systéme du complexe serait une tangente inflexion-
nelle. Ce résultat pourrait d’ailleurs se conclure de la
forme supposée connue de la surface A.

Remarque. — Les droites () [équations (26), n° 12 ].
qui sont les arétes des systémes du complexe, forment
une congruence que j’étudierai dans un autre Mémoire.
Pour I'instant, je me contenterai d’énoncer la propriété
suivante :

Dans i:n plan, arbitrairement donné, il y a quatre
droites () 5 par un point, arbitrairement donné, passent
quatre droiles (9).

La démonstration analytique en sera donnéc dans le

§ IV.

14. Nous préciserons encore mieux la position des
Jroites du complexe en énongant la proposition suivante:

Tatoriwe V. — Les droites réelles du complexe pas-
sent toutes entre les deux nappes de la surface A, sans
jamais pénétrer dans Uintérieur de la nappe inféricure;
les positions limites de ces droites sont des tangentes &
la surface A.

En cffet, unc droite réelle (D) ne peut pas pénétrer
dans la nappe inférieure de A; car, si cela pouvait arri-
ver, elle rencontrerait cette nappe en un certain point I;
pour ce point I, le cone (C) du complexe se réduit a deux
plans imaginaires dont I'aréte touche A en I; mais la
droite (D), qui passe par le point I, doit alors appartenir
a ce systéme de deux plans, et, comme elle est réelle, elle
ne peut que coicider avec leur aréte: Phypothése faite
est donce inadmissible
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Supposons maintenant la droite (D) réelle et exté-
rieure 4 la surface A; menons alors un plan par cette
droite et le centre O de Dellipsoide; ce plan coupera la
nappe extérieure de A suivdnt une certaine courbe 0';
les cones du complexe, dont les sommets sont sur d’, se
décomposent en des plans réels, dont les intersections
par le plan considéré seront autant de droites réelles du
complexe situées dans ce plan. D’un autre cdté, nous
verrons, dans le paragraphe suivant, que les droites du
complexe situées dans un plan enveloppent une conique
dont le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée
du centre O de I’ellipsoide sur le plan. Dans le cas actuel,
le centre de la conique est le point O lui-méme; la conique
est réelle, puisqu’il y a des droites réelles du complexe
dans le plan en question; la conique ne peut pas étre une
hyperbole, car on pourrait alors lui mener des tangentes
des points situés dans le voisinage du point O, et il y
aurait des droites réelles du complexe pénétrant dans
Pintérieur de la deuxiéme nappe de A, ce qui est con-
traire a la premiére partie de la proposition. Cette coni-
que, qui est unc ellipse, doit toucher la droite (D); or,
si cette droite (D) est extérieure a la surface A et, par
suite, a la courbe d', T'ellipse interceptera sur cette
courbe d’ une certaine portion d’arc; mais les divers
points de cet arc donnent lieu 4 des droites réelles, issues
de ces points, qui devraient toucher I'ellipse, ce qui est
impossible. Il y a donc contradiction tant quela droite (D)
est extérieure a la courbe d'; par conséquent, il ne peut
pas exister de droite réelle extérieure a la surface (A).

M. Darboux, en appelant mon attention sur le lieu
géométrique énoncé au commencement, m’avait signalé
cette propriété, sans m'en communiquer la démonstration.

{La suite prochainement. )



