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SUR LEQUATION Y*— (—1) = pZt = 4X;
Par M. ZOLOTAREFF,
Privatdocent a I'Université de Saint-Petersbhourg.

Soient

- 2 -3 - §
ry r:% o rd..., r¢

les p — 1 racines de I'équation

xP — 1
X—=abP '+ aP 2P 3, .. T+ 1=

=o,
£ — 1

14 étant un nombre premier, et
27 L. 2
r—cos — -+ 1isin —-
P

Ces racines, comme on sait, peuvent étre distribuées
en deux groupes (¥) : les racines

rore o ¥,
dont les exposants 1, &, o, ... sont résidus quadratiques
par rapport a p, forment le premier groupe, et celles
L
ouf3, [¢,... sont non-résidus, forment le second groupe.
Le nombre des racines dont chaque groupe se compose

(*) Voir Gauss, Disquisitiones arithmeticar, ou SERRET, Cours d’ Algébre
supérieure; 3¢ édition.
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1 o . . .
—=m. On sait aussi comment, a I'aide de

est égal a

ces groupes, on forme deux fonctions entiéres, Y et Z,
a coefficients entiers, satisfaisant a I'équation

—1

Y — (—1) 2 pZr=4X.

Quant a ces fonctions Y et Z, Gauss s'exprime comme
il suit : « Terminos duos summos functionis Y semper
fieri 2™ + !, summumque functionis Z x"~* facile
perspicietur; coefficientes reliqui autem, qui manifesto
omnes erunt integri, variant pro diversa indole numeri p,
nec formule analytice generali subjici possunt. »

Lejeune-Dirichlet (*) généralisa I’équation

—1

Yo (1) 7 pZ=4X
pour le cas ou p est un nombre composé impair, n’ayant
pas de diviseurs carrés plus grands que I'unité.

Dans cette Note, je me propose de démontrer que les
polyndmes Y et Z se trouvent au moyen des fractions
continues. En outre, je donne les équations linéaires
d’aprés lesquelles se trouvent aussi les coefficients de la
fonction Z. Nous verrons que, aprés avoir trouvé la fonc-
tion Z, on peut facilement déterminer la fonction Y. Je
me suis borné au cas ot p est un nombre premier.

Considérons en premier lieu la fonction

p—1

5 ()
()G (5

(*) Voir Forlesungen iber Zahlentheorie, §§ 138, 139, 14o.
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ou (;—)) est le symbole connu de Legendre. On sait que,

pour les valeurs de x égales 4 une des racines r* de

y, . _.z‘P——I .
Péquation X = =%

— =
(1) S(")Z—t\/(——l) P

Quant au signe qu’on doit prendre pour le second
membre de cette équation, il doit étre le méme pour
toutes les valeurs de i qui sont résidus quadratiques, et
le signe contraire pour les autres valeurs de ¢. En eflet,
cela résulte de I'équation connue

S(ri)= < i) S (r).
P

Gauss et Dirichlet ont démontré que c’est le signe +
qui correspond aux résidus quadratiques; mais cette dé-
termination du signe n’est pas nécessaire pour I'objet
que nous avons en vue.

en fraction continue et

S(z)
X

Développons maintenant

cherchons les fractions convergentes

Soit
—s—%——x):—_‘_l-{— ! ;
’I-‘*.‘;;_’_' .
nous aurons
fu(x):il, Yo(z) =1,
f,(.z:):j:q,—}—[, \ll‘(r =1,
Sox) =L (x) g+ fo(z), a(®) =4 (2) g2+ $o(2),
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et, en général,
Sin (@ x) =/fi(z )([H-n + fimi(x), ’~l‘n+|(-l') )q.+.+¢.—.( )

Cela posé, soit Sul=) la derniére des fractions conver-

%( ()
gentes, dont le dénominateur est de degré inférieur a
—1 AT oy
£ ~— = m; nous allons établir que la différence

S(z)u(z) — fu(#) X,

que nous désignerons par g, (x), est de degré non supé-
rieur a m. En effet, de nos conventions il résulte

o) S Aul®) _ nule) |
X Yu(x) X‘I’H(I)’

mais on sait, par la théorie des fractions continues, que
le premier membre de I'équation (2) est de degré non
supérieur a celui de la fonction

T
Yu(2) bpri(2)
Il s’ensuit que la fonction g, (x) est de degré non supé-
rieur a celui de la fonction
X
2
Yo ()
sy e - .
c’est-a-dire non supérieur a m, eun vertu de ce que X est
p—1
2

de degré p—1 et Y, (x) de degré non inférieur a
En posant dans I’équation
S(x)du(x) — Xfu(x) = gu()
successivement

F=r, r..., r,oe.., re/,
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nous aurons
S(r)ulr) =oulr),
S(r)du(r?) = qu(r?),

ou, ce qui revient au méme,

— =
) ==V (0 TP i),
p*—l

ou, comme nous avons dit plus haut, on doit prendre le

=
radicel \/(—x)ﬂz_p avec le méme signe pour toutes les
valeurs de 7 qui sont résidus quadratiques, et avec le
signe contraire pour les autres valeurs de z.
En désignant par ¢ 'unité avec le signe qui correspond
aux résidus quadratiques, on voit donc que I’équation

=
(3) ?H(x)_‘\/(—‘) » pYu(r) =0
admet les racines
r=r, x=1r% .t—_:r"",...,
et I’équation
V=,
(4) gu(z) + eV (—1) * phu(z)=0

les racines
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Ainsi les équations (3) et (4) ont chacune au moins
m racines. En remarquant, d’un autre c6té, que le degré
de la fonction §,(x) est inférieur &2 m et que celvi de
0, (x) ne surpasse pas m, on voit que les équations (3)
et (4) ne peuvent admettre chacune plus de m racines;
donc elles n’admettent que m racines et le degré de 9, (x)
est égal par conséquent & m. Il suit de la que la fonction

p—1
()= V(=0T pite)
est égale, a un facteur constant prés, a celle-ci

W= (x —1)(x—r*(z—r¥)....
, . )y
En désignant par 5 ce facteur constant, on a

— I

2W =g, (x) —¢ \/(— 1) 7 pMu(e);
or, d’'un autre coté,
=
2W_—:Yi\/(—l) > pl

(voir Disquisitiones arithmeticce) y done

p———x P——-X
Yi\/(_' 1) * pZ :)‘?u('”)‘—‘\/(— 1) 2 p )‘;‘M(x)'
On détermine la constante A de telle maniére que le pre-
mier terme de Ag, (x) soit égal a 2x™; il s’ensuit que A
est un nombre rationnel, et, par conséquent, on a

Y =1lg.(z), Z=EMy(z)

Il résulte de 1'équation (2) que f.(x) est le quotient
ct ¢, (x) le reste de la division de S (x){, (x) par X; on
trouvera donc ¢,(x), lorsque ¢, (x) sera connu.

Nous allons maintenant déduire les équations linéaires
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auxquelles satisfont les coefficients de la fouction J ().

, . . x)S(x .
Décomposons a cet cffet la fraction #(z)S(x) en fractions
simples, aprés avoir séparé préalablement la partie en-
tiére, nous aurons

‘\!’#("‘)S{‘t)_ A;
ALLLEARI

2
dd  — !

_ hu(r9)8()
At——' X; 2
X étant la valeur de la dérivée de X pour = =r*, ou
bien
Yo (%)S(x) _ (o) _ A;
X -fu("')——- X -—Zx__r"

. u \ T ,
En remarquant que la fonction ?‘)(( ) est de degré —m,

on voit que le développement de la fonction

A;
Zx-—r"

suivant les puissances descendantes de x, ne doit pas con-
tenir les termes

Ty xR L., Tty
on a donc les conditions
{ ZA,: o,
& Zri Ai —= 0,
(5) § ZrnAi:O;

( Xrm=2ip— 0.

Ann. de Mathémat.. >° série, t. XI (Décembre 1870.) 35
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Nous allons maintenant transformer I'expression A,.

On a d’abord

X/ — d xl—1  (p—1)af—paP~' +1
Tdr o x—1 T (z— 1)

9

et, par suile, pour x =r*,

on a ensuite

(6) S(ﬂ):(}'—;) S(r)...;
ainsi ‘
= %r—) (;) r(rt—1)du(r).

Si I'on remplace dans les équations (5) A, par sa valeur,
clles deviennent

2
S (5) = nnir =o,

........................

> <}i;> P03 p1— 1), (71) = o.

)r- (= () = o,

X~

En posant
Yo (r)=C + Cr+ Cz*+. .=+ Cp_ 2™,
cest-a-dire

Y (rV=Co+ Ci7* 4 Cor¥* 4. ., + Cpy r (=11,
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et ayant égard & la formule (6), on arrive aux équations
L) =)ol G)-()]o-

p P/ L \P P/

[(=5)=(
+ — ) —

p P

6)- e[

P P/ | \P P/

B I (S R G B

o)) )-8
) o e

On voit, d’aprés ce qui précéde, qu’'en supposant
C,_1 =1 et en déterminant les autres coefficients au
moyen des équations (7), on a

Z =Y, ().

Voici quelques exemples :

13
S~———
—_

(@]
3
1

Il
o

1. p=3, m=1, Y. (x)=1,

=(§)e= () r=e

Le reste de la division de S (x){,(x) par x*+x 1 est

2x 413
donc
() =Y =22 +1.
2. p=>5, Y (z)=C+x,

35.
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ou C, se détermine par I'équation

2 1 3 2
[5) =)o) ()=
par conséquent C; = o,
S(z) =a — ' — o + z'.

Le reste de la division de S (x)¢,(x) par

B e A N e |
cst
22 + & + 23

donc, dans ce cas, on aura
Y=ox’+2x+2, Z=a.
3. rp=17 m=3, Y (x)=0C+Cz+ a?,

8- [)- ([0l
[OREIHRET R

c’est-a-dire les équations
—C+1=0, —C,+C, —1=o0,
d’on
Co=o0, C =i,
Yu(o)=2"+2=2, S(xr)=zx—+o'—a2'—a2'— 2 — 2"
Le reste de la division de S(x)¢, (x) par X est

223+ & — x — 2

donc

Y=—223+ 02—z — 2.

L. p=11, m=25,
Yu{r)=0C, + Cx + Cx* + Cy® + ',
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