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DÉMONSTRATION DE DEUX THÉORÈMES DE GEOMETRIE-,
PAR M. ERNEST PADOVA,

Élève à l'École Normale de Pise.

Si Ton représente par les deux équations

X'x -4- Y'y -h Z'z -h Tt = o,
=; o,

une droite, on peut prendre pour coordonnées de la
droite les quantités

j =Y'Z"—Z'Y", G = Z'X"-X'Z", H ^ X ' y - r X ' ' ,
L — X'T"— T'X", M = Y'T"— T' Y\ N = Z'T" — T'Z/;,

entre lesquelles a lieu la relation

JL -+- GM + HN — o,

parce que les rapports de cinq de ces quantités à la
sixième déterminent complètement la position de la
droite.



On pourrait prendre aussi, pour coordonnées de la
droite, les six quantités

f = y'z"-z'y\ g=z'x"-x'z\ h = afy" - y'*",

lz=:xlt" — t'x", m=y't" — t'y", n = z't» — t'z"9

entre lesquelles a lieu la relation

fl -f- gm -f- hn = o,

où x') y', zf•> tf et xl\yl\ zf/, t" représentent les coor-
données de deux points de la droite donnée.

1. Recherchons maintenant l'expression de la distance
de deux points x^y^ zu tx et x2, y2?

 z^ ti au moyen
de ces coordonnées ƒ, g, 7z, /, m, n.

Pour cela, commençons par observer que la distance
entre deux points en coordonnées quadrilinéaires peut se
mettre sous la forme

r 2 2

abcd\ AB AC
gV 2 [_ cd K > \ l 7> bd 2^v J'

AD , x / . . , BG

BD

où a, è, c, J sont les faces du tétraèdre fondamental, où
AB, AC, CB, AD, BD, CD en sont les arêtes, et où V en
est le volume.

Pour transformer cette équation en coordonnées de
droites, il convient de prendre pour coordonnées, non
pas les simples distances x9y, z, t des points de quatre
plans fixes, mais quatre autres variables qui sont liées à

14.



( 2 1 2

celles-ci par les relations

et nous appellerons alors fu gu /z15 /,, 77in 7?t les quan-
tités composées avec les £,*?,£, T comme les quantités fy

g, /z, /, /7i, AI Tétaient avec # , ƒ , 3, /.
Nous aurons alors

?i "4- » , H- Ci -+- T , = I , | 2 -h- VÎ2 -4- Ç, - î - r 2 — I ,

et, par conséquent,

5i — \i -"- fi\ — g"i -+" ^ij ^i ~ *h - " — /'i H- ƒ , -i- /?/ , ,

Ç, — Ç7~gx — ƒ , -i- w,, T, — T2 = — /, — A;/! — « , ,

et, en substituant dans la précédente expression de 7%
nous aurons

/ •' = g]Jc -4- /ij ÂB2 -+-ƒ ? BC2 -f- /; "Â5" 4- m] Bu' -4- wj CI>*
-+- 22g, /, AC. AD cosDAG

-I- g, /;?, ( AB2 — Au' — BC~ + CD ' )

4 - / ^ , ( A D ' -I- BG* — Ac' — Bu')

-h /, /i(ÂG* -f-BD" — ÂB" —CD'),

où, pour bien entendre comment va être étendu le
signe 2 , il faut supposer à chacune des coordonnées de
la droite attaché un côté du tétraèdre (avec un signe
déterminé), et que l'on fasse ensuite toutes les combinai-
sons possibles deux à deux des coordonnées de la droite,
qui sont attachées à deux côtés du tétraèdre qui se ren-
contrent.

Pourvoir ce que représentent les trois derniers termes
de la précédente expression, projetons le triangle ABD
sur la droite CD; on aura

AB cos(AB, CD) = AD cosADC -t- DB cosBDC.



( " 3 )
Mais

2AD.CD cos(ADC) = AD* -+- CD" — AC ,

'2BD.CDcos(BDC) ~ BD" -4- CD ~BC .

JVous aurons donc

i AB.CDcos(AB, CD) ^ Â D ' ~ Âc' — BD" H- BC",

et semblablement

2AC.BDcos(AC, B D ) - AB —AD - BC"-,-CD ,

2AD.BCcos(AD, BC)r=AC" — ÂB' — CD' -h Bu',

de façon que la dernière équation devienne

où maintenant le signe 2 s'étend à toutes les combinai-
sons possibles des coordonnées de la droite, prises deux
à deux.

2. Déterminons maintenant l'expression du volume de
la pyramide qui a pour sommets les points (xyzt)^
(xyzt)z, (xyzt)i, (xjzt),.

Soient G, H, J, E ces quatre points, et indiquons par
KQ, KP, MQ, OM les traces des plans HGE, EGJ, HGJ,
HJE sur le plan fondamental BCD, et soitN le point de
rencontre des traces KP et OM. Le point N sera, par
conséquent, la trace de la droite JE sur le plan BCD. Il est
facile devoir, en regardant la figure, que parmi les pyra-
mides formées par les plans du tétraèdre JEGH et le
plan BCD existe la relation

JEGH = JNPM -h GKQP — HOQM — EKON,



( «4 )
ou, ce qui est la même chose,

JEGH =; (*- , KQP + x, NPM — xk KON — x7 OQM )
= { [KQP (*, — .r2 ) -f- NPM ( x3 — *,) — KON (*4 — *,)]•

Pour avoir les coordonnées du point P de rencontre
de la droite JG avec le plan BCD, observons qu'en les
appelantyv , sp, tr, on a

*r±.~Jj — fL3 z" ~1Zp — fi f3 "~ '*' — f?
j» - yv a-i ' z. - «p ~~ .^.7 î — /p " j - , '

d'où l'on tire

.r, j , — r, r-, xt z3 — 3, r, .r, A, — t{ x%

jp = —7~z~ — ' gr = <ri __ j . t
 ? ^^-^r^JT"

et l'on pourrait avoir de même les coordonnées des autres
points où les arêtes de la pyramide EJGH percent le
plan BCD. Si maintenant on considère les points du
plan BCD par rapport au triangle BCD pris comme
triangle fondamental d'un système de coordonnées trili-
néaires, ils auront pour coordonnées

r z t
; ' z = -r- nr. ysinCD5 sinBD' sinBc'



où CD, BD, BC représentent les angles dièdres qui ont
pour arêtes CD, BD, BC respectivement. L'aire du
triangle PQK est alors représentée par (SALMON, Sec-
tions coniques)

Jp ZP 'p

J Q ZQ 'Q
BD.DC.BC

8«2sinBDsinDCsinBC
'u

Mais on a aussi, si X est l'ordonnée x du point A,

X.BD , X.DC , X.BC
2C =

sinBD

le façon que

abcd
PQK "27 V3 (Xt—xi

abcd

X xZ

Y{ z{ t{

27 V3 {xx~xz){x2—xx){xx—x,)

De même, on aurait

abcd x\

y*

x-x y?

xz y*
x\ y h



On aura donc

3JEGH
abcd F x\

*i 1

abcd
'27 V3

expression qui donne immédiatement la condition si
connue pour que quatre points se trouvent sur un même
plan.


