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THEORIE DES INDICES BES POINTS, DES DROITES ET DES PLANS
PAR RAPPORT A UNE SURFACE DU SECOND ORDRE;

(smte, voir 2° serie, t IX, p 317),

Par M. J. NEUBERG,
Professeur a ’Athenee de Bruges (Belgique).~

4. Considérons maintenant. sur une droite D coupant
]a surface f en deux points réels ou imaginaires M et M,
les différents couples de points (A, A’) conjugués avec f.
Soient C le milien de MM’ ou le point central de D
(point central de I'involution des points A, A'), (1,,1,,1.)
les indices de (A, A’, C), et 2a, 23 les diamétres de la
surface suivant les directions AA’ et OC; nous aurons
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par conséquent
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Appelons, avec M. Faure, indice d’une droite par rap-
port a f, le rapport que I’on obtient en divisant le carré
de la demi-corde déterminée par cette droite dans la sur-
face, par la quatriéme puissance du demi-diamétre pa-
rallele 4 cette droite. Les égalités (5) et (6) pourront
s’énoncer comme il suit :

8i l’on considére tous les couples de points conjugués
situés sur une méme droite : 1° le produit des indices de
deux points conjugués, divisé par le carré de la distance
de ces points, est constant et égal & moins U'indice de la
droite; 2° la somme des inverses des indices de deux
points conjugués est constante et égale a l'inverse de
U’indice du point central de la droite.

Comme cas particulier de cette derniére propriété, on
a celle des points réciproques renfermée dans ’égalité (4).

Soit C'le pole de D dans la section centrale OMM/'; ce
point est le point central de la droite conjuguée avec D.
Désignons par I, l'indice de D, par p et p’ les perpen-
diculaires abaissées de O et de C’ sur D, par A et Bles
axes de la section OMM'; nous aurons

L— cc'.co _ §24 .
¢ B2 B?sin?*(«, B)’
d’ou
L,—— S S )
“ * B sin?(a, B) A’B?

Par analogie, avec la définition de I'indice d’'un plan
(voir plus loin), le produit (— pp’) pourrait, dans la
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théorie des coniques, recevoir un nom particulier, par
excmple celui de caractéristique de la droite.

5. Cherchons I'expression analytique de 'indice d'une
droite D déterminée par deux pointsX (xy,...) et Y (v4,...).
Soient (m,, my, m;) les cosinus directeurs de D, / la dis-
tance XY, et M, M/ les points d’intersection de f et de D
Les distances XM et XM' seront les racines de I’équation

p?f(m) +pZz fi(m)+ fx)=

Par conséquent

MO = (XM — XMy = "f‘l}__(,f;i_)
el, comme o?=—— J{((,ﬁn)); nous aurons .
1 _ Zrafilm)— 4f(x f(m
v 4/ (B)

— dx) — f,
Mais 111,:'1”——[-—);', f,.(m):ﬁlf-)—l—f—(“-—y-),---; donc,

aprés quelques réductions faciles, il vient

L,-—Z zfi(y) — 4/ (=)f ()
4008
valeur qui convient également aux coordonnées obliques
et aux coordonnées létraédriques a cause du caractére
covariant des quantités f(x), f(y), Sxifi(y) et
J(B) ().

Le numérateur de I,, peut prendre deux formes re-

(*) En supposant les points X, Y conjugués de maniére que
Zx,£,(r) = o, on retrouve I’égalité (5). En égalant le numérateur de I,
a zéro, on a la condition pour que la droite XY soit tangente a f;, ou
T’équation d’un céne circonserit a 7, si ’on regarde Y comme fixe et X
comme variable.
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marquables. Désignant I'émanant ; Ex, f, (y) par F (xy),
de maniére que F(xy)=F(yx) et F(xx)=f(x),
nous pourrons écrire

[ 1 F(zz), F(z)y)

T ef(B) | F(ye), Flry)
Représentons par H' le déterminant des éléments B,,;
nous aurons (voir Balizer-Hoiiel, p. 47, 51, 145 et 146)

e (o) o)
g, == EE,

par suite

. ( 114 ry

Y/

AT Hy? p)
Supposons maintenant la droite D déterminée par l'in-
tersection des deux plans £ p, x; = 0, £ ¢, 2, = o. Soient

(21, 23 23, 2,) les coordonnées du point central C de D.
Les distances CM et CM' seront racines de 1'équation

pf(m) 2z fi(m) =+ f(z) = o,

et, comme CM = — CM/, on aura
S(z)
v — M2— L
2z fi(m)=o0, CM’= f(m),
et par conséquent
L fEim),
7 fz\ﬁ)
On a ici
1| P20 ] P35 ( LD
\— T £ == = ’ ==
Y ZXE ! L P L | P2q2

ol L désigne la somme des carrés des trois déterminants
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(P29s)s (P3g1)s (P1gs). Les coordonnées z résultent des
€quations L p, z, = 0, X ¢, 2, = 0, &z, f;(m) = o3 elles
sont donc égales aux mineurs du systéme d’éléments

poq Si(m) |
2 Sa(m) }
Ps ACON
Ps Ji(m) |

multipliés par uune certaine quantité i, et, comme il faut
avoir x, =1, nous trouverons u égal a I'inverse du qua-
triéme mineur, qui, développé, est

(P2q3)fi(m) + (psq)) fa(m) + (piqa) fs(m),

ou LE m, f,(m), ou 2L f(m). On reconnait alors sans
peine que .

o=e(a 252

Dans le déterminant & droite, remplagons m, par zéro,
ajoutons les trois ‘premiéres lignes multipliées par
—am,, — 2m,. —2my a la septiéme ligne, et opérons
. b .|

ensuite d’'une maniére semblable sur les colonnes; la
ligne et la colonne extrémes deviennent o, o, o, o,
— 2 (pymy 4 pymy—+ ps my), — 2(gym, + Gams+ g my),
— 4f(m); et, comme

pi(pags)+.. =0, qi(p:q:) +...=0,
il vient

S8 = s (m) (8 27)

el, a cause de p =

|
2L f(m)

C(men) (m ) ()= (n?)

]P'l—‘ sz:(@) - Lzﬂf’(fi)
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On peut remplacer dans cette valeur L* par le produit
sin®(P, Q) < (p}+ p; + p3) X< (§1+ ¢} + ¢}), ou sim-
plement par sin*(P, Q) si les plans sont donnés par des
équations de la forme

x, cosa + x, 08B ~+ x; cosy — oz, =o0.

Si les axes sont Obli ues, on a la méme va]eur de 1
2 P7?
pourvu qu’on remplace L? par

2(pi ) +22(piq:) (P2q;) cos zy 2.

En coordonnées tétraédriques, on a encore une formule
pareille.

6. Considérons un triangle M, M,M; conjugué avec
une conique S; soient g,, y,, les indices du point M, et
de la droite M, M, par rapport a S, M, le point central
de M. M;, 2 et 23 les diamétres suivant les directions |
M,M; et M; M,, 2 A et 2B les axes principaux de S. L’in-
dice d’'un diamétre étant évidemment 'inverse du carré
de sa demi-longueur, nous avons

— = 2B B
M. M, &
1
— = _P'l f":z =
M, M, B

Muliiplions membre 4 membre ces relations; il vient

N oY ol o B
=
MM, .MM, o B
Mais ofd sin(«,3) =AB, MyM,;><M, M, sin(«,B)=2T,
T étant la surface du triangle; par suite
4T
P 2 A3

En remplacant py, ps, ps par les rapports, pris en signe

(1) B =
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contraire, des perpendiculaires abaissées des sommets du
triangle et du centre O sur les cotés, on peut déduire de
Pégalité (7) le théoréme Faure de la question 560, t. XX,
p- 55.

Soient maintenant un triangle M, M, M, conjugué avec
une surface du second ordre f, M, le pole du plan
M; M, M;, Mj le centre de la section S de f par ce plan,
I. Vindice de M, par rapport a f, u, celui relatif 4 S,
2D et 2D’ les axes de S, 2A et 2B ceux de la section
centrale paralléle 4 S. On a, d’aprés ce qui vient d’étre
démontré,

DD/ = — 4T2 .
Peo frars
Mais I, = — p, I;; car, en menant la sécante M, NN’ pa-

ralléle A D, on a .
_M,N.M,N M, N.M,N D

I

A? D: el
Par conséquent
LLL, D
T =
. D: D’z
ou, a cause de Iy=— =
LLL L
4Tz - A?B?

Soient p, p'les perpendiculaires abaissées de O et de M,
sur le plan M, M, M;, 2 Clalongueur du diamétre OM, M,
2a, 2b et 2c¢ les axes principaux de f; on aura
_ MM.MO pp
*T T ¢ T C'sind(C,AB)’
ABCsin(C, AB) = abc;

d’ou
(8) pr = 1'41,;‘53 > atbiet.
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Appelons indice d’un plan le produit (— p’ p) des
distances du péle du plan et du centre de la surface a ce
plan. Comme tous les triangles conjugués avec une co-
nique S sont dits former une involution plane (*) dont le
point central est le centre de S, nous avons les propriétés
suivantes de I'involation plane analogues a celles de I'in-
volution rectiligne du n® 4 :

1° Le produit des indices des sommets d’un triangle
quelconque d’une involution plane, divisé par le carré
de la surface de ce triangle, est constant et propor-
tionnel a l'indice du plan ;

2° La somme des inverses des indices des sommets
d'un triangle quelconque d’une involution plane est
constante et égale a Uinverse de Uindice du point cen-
tral.

V éant le volume du tétraédre M, M, M; M,, on peut
T v . !
remplacer,dans ’égalité (8), T* par %,—‘-, et ensuite % par
— I,; il vient ainsi
36V:

2b7 ’2:_ -
aore LLLL,

ou, V,, V,,... ayant la méme signification qu’au n°® 3,

_ 36V,V,V,V,
Vv:

atbict—= ’
égalités qui fournissent le théoréme Faure de la ques-
tion 918, et le théoréme Painvin, t. XIX, p. 294.

Voici encore une autre démonstration élégante de ces
égalités, tirée directement des formules du n° 4. Soient
M, et M, les points centraux des arétes opposées M, M,
et M;M,, D,,, Dy;, Dgr les demi-diamétres suivant les

(™) Voir, pour l'involution plane, les Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 2¢ serie, t. IV, p. 493 et 4g6.
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directions conjuguées M,M,, M;M,, OM;M;; nous
avons

L1, I
—I.= —'———,Z-D—z-’
MlM’ 12
LI, L
— Iy= -——7-_—'])—,-’
M; M, 34
I I I
= = 5
MM, 61

d’ou, en multipliant membre 4 membre,
LLLI, I
2 2 2 =
MM, XMM, .MM,

~  Di,b{, Db,
Muliiplions les deux dénominateurs par

. TN PN
sin? (Dm Du) sz(Den D, Du);

alors le second dénominateur sera le volume du paral-
lélépipede construit sur Dy,, Dy, et Dgq, ou égal a abe;
M, M, sin(Ds, Dy Dy,) sera la plus courte distance 0 de
M, M, et My M,, et+ M, M,>< Mg M, ><J'sin (M; M,, M;M,)
le volume du tétraédre (*); donc, etc.

(La suite prochainement.)




