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AXES DES SURFACES DU SECOND DEGRE OBTENUS
PAR UNE SPHERE CONCENTRIQUE;

Pan M. HOUSEL.

L. Quoique la surface ait un centre, nous la représen-
terons d’abord par I'équation

Ar*+ A'y’+ A"22 4+ 2Byz + 2B'zz + 2B xy
+2Cz+2Cy+2C0"z2+D=—o,

parce que les calculs qui vont suivre s’appliqueront méme
aux surfaces dépourvues de centre.

’équation d’'un plan tangent a cette surface en un
point qui a pour coordonnées x', y', z' sera

z(Az'+B'2 +B"y'+C) +y(A'y'+ Bz +B"2'+ (')
+2(A"2'+By'+B"2'+ C") +Ca'+C'y'+C"2Z+ D =o.

Une sphére concentrique a la surface et de rayon R
aura pour équation, en indiquant par x,, ¥, 2, les coor—
données du centre,

(& — 2o+ (y — 7o + (2 — %)+ 2 (=74} (= — z) cosyz
+ 2(x — x,)(3—2,) cosxz + 2 (x — &) (¥ — ) cOszy = R
Si le point donné est commun a la surface et a la

sphére, 'équation du plan tangent i la sphére en ce
point, en prenant les dérivées de x — xq, y — ¥0, 2 — 2
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comme si ¢ étaient les variables elles-mémes, sera

(& — zo)[2' — 20+ (' —-.z.,) cosxz -+ (y' — yo) coszy |
+ (y =y ) — o+ (2 —2) cosyz + (z' — 2, cosxy ]
+ (2 — %) [& — 20+ (¥ — 30) cOsyz + (&' — x,) cosyz] = R™

II. Si ce plan coincide avec le plan tangent a la sur-
face en ce méme point, il est perpendiculaire au rayon
central, qui devient, par conséquent, un axe principal.

Pour établir cette coincidence, il faut chercher a mettre
en évidence, dans I'équation du plan tangent a la surface,
les facteurs x — xo, ¥ — ¥, 2 — 2, au lieu de x, y et z.
Cette équation s’écrira donc

(z— z,) (A" +B'2' +B"y'+ Q)
+ (r—r)(Ay'+BZ + B2+ ()
+ (5 — %) (A”2 + By + Bz +C")
+ z,(A 2’ + B'2' + By’ + C)
+5.(Ay + Bz +B"2'+ ()
+2,(A"2 + By + B"a + C")
+Cx'+Cy +C"72+D=o.
En mettant de coté les termes affectés des facteurs

X — Xy, ¥—Yo T — Z,, les termes suivants se combinent
de la maniére que voici :

Z' (Azy+ B"yo+B' 20+ C] + y' (A’ o+ B" 2+ Bz, + C')
+ 2'(A"3,+B'x,+By,+C")=o,

puisque le point (x4, yo, 2o) représente le centre.
11 reste donc I'équation
(x — x)(Ax' +B' '+ B"y' + C)
+(r—2)(A'Y + Bz’ + B"2' 4 C') .
~+ (2 — 2 ){A”Z + By' + B”2' + C”) = o.

Pour I'identifier avee celle du plan tangent a la sphére,



( 262 )

on posera
AJ"-{—B’Z’—FB”J"—FC
—D
2 — x4+ (3 — 3,) cosez + (y' — y.) cosxy
A'_)" + Bz +B"x + C
—D
Y —yo+ (2 — z,) cosyz + (' — x,) coszy
— R’ 1,
A7 + By + B2 +C"
—-D
_ ¥ =2+ (y — o) cosyz + (' — x,) cosxz
p—— R? .

ILI. Ces équations se modifient si 'on pose aussi, dans
les premiers membres,

= (2 —z) 0, y'=(y'—y)+y0» F=(3—2)+z.
Alors
A~7',+B’Z'+B’ly'+C:A(~T’—-T0)+B'(Z’-—Zo)—O—B"()"—)'o),

puisque
Ax,+B'z,+B"y,+C=o.

Il en est de méme pour les autres dérivées.

IV. Cette transformation étant supposée faite, divi-
sons les deux termes de chaque égalité par z'— z,, et

U . ’
< o z—z — .
indiquons par p = o z:’ v =J;—,_—_—z;‘-' les coefficients

angulaires du rayon central, les équations précédentes
deviennent

Ap+B +B"y  p+ cosxz + vcosxy

—D R?
A'v+B+B'p v+ cosyz+ pcosxy
o = R: ’

A"+ Bv+Ryp 14 vcosyz—+ pcosrz,
—D - R? ’
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d’ou l'on tire les équations

D Ap+ B + By

TR p + cosaz + coszy
_ AY+B+Bp A"+ Bv+Byp s
T Y- COSYZ + pCOSZY 1+ vCOSYZ — (hCOSTZ

ce qui donne p et v en fonction de s, et aussi I'équation
en s.

Ces relations étant connues, il nous suffira de rappeler
celte équation en s qui s’en déduit par élimination :

33(1— co8?zy — €OS?zxr — €OS*XZ —+ 2 COSZY COSXZ €OSZY)

— s*[Asin’yz + A'sin’zz + A” sin’xy
— 2B”(coszy — cosxz cosyz)
— 2B’ (cosxz — coszxy coszy)
— 2B (cosyz — cosxy cosxz)]

— s[B"”?— AA' + B*— AA" - B2 — A'A”
~+ 2cosyz(AB — B'B")
<+ 2cosxz(A'B' —BB”) + 2cosxy (A" B”— BB')]
+ AB?+ A'B? + A"B”? — AA’A” — 2BB'B" —o.

V. Relations entre les axes et les diamétres conju-
gués. — Soient sy, sy, 53 les racines de cette équation, et
i» R}, R} les carrés des demi-axes principaux. Comme

ces demi-axes sont les rayons des sphéres concentriques
dont nous avons parlé, on aura

Ri=—— —» R;:_-I-)-, R;:;.__D..
5 5, PA

Considérons, pour fixer les idées, I'équation

x? yz z2
I i

d’un ellipsoide rapporté a un systéme dc diamétres eon-
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jugués. On a alors, dans ’équation de la surface, tous les
. K R ’ . 1 ' ¥ "__ 1
coefficients nuls, excepté A == 7 A= A= e
1

> \
___-—-l,dous_.R,

+ Alors I’équation en s devient, en
posant

§7==1 — 08’y 3 — CO8’Xz — COS’Zy —+ 2 COSYZ COSZZ COSZY,

&’ 1 (sin’yz  sin’rz  sin’zy
ROR\@ T s

1 ) § ] 1 I
TR (ab Tt b"*c’*) T

Multiplions par R®a’?3'% ¢’* et changeons les signes,
il vient
R — R¢ (a“—i— b'? 4 c'z)
~+ R?(b2¢'*sin*yz + a'*c'*sin*xz + a'2b'*sin?zy)
— a3 = o.

On en conclut immédiatement les relations suivantes :

R! +RI+RI=a"+ 6"+, RR,R,=ca'b'c,

RIR? + R!R? + R!R?

= b"*¢'*sin?yz + a'?c'?sin’xz + a’?b'*sin’xy.

V1. Les équations du § II se mettent sous la forme

Az’ 4+ B2+ B"y' +C
' — zy+ (7' — z5) cosxz 4 (y" — y, ) coszy
_ Ay + B+ B2 +C
Ty —yot+ (¥ —3z,) cosyz + (& — m)cosxy
_ A2+ By + B2+
T — a4+ (9 — o) cosyz 4 (2 — z,)cosxz
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Divisant tous les dénominateurs par z'— z,, il reste
Az’ +B'z+B"'y'+C
¢ ~+ cosxrz 4 v coszxy
Ay + B+ B2+ C _ AZ+By' +Ba+ C".
v -+ €OSYZ —+ [ cOSxy I+ vCOoSyz + pCcosxz

VII. Paraboloides. — Ces dernié¢res formules s’ap-
pliquent 4 un paraboloide : p et v sont les coeflicients
angulaires d’un diamétre, x', y/, 2’ étant les coordonnées
du sommet, qui est le seul point ou le plan tangent soit
perpendiculaire &4 un diamétre.

Pour déterminer le sommet d’aprés ces formules, voir

Nouvelles Annales, 1861, p. 307 et suiv.




