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SUR LA DOUBLE GENERATION DES EPICYCLOIDES PLANES;
Par M. FOURET,

Lieutenant du Genie.

Le fait de la double génération des épicycloides planes
au moyen d’un cercle roulant sur un autre a été décou-
vert par Euler pour le cas des épicycloides ordinaires; on
en trouve une démonstration trés-simple dans le Traité
de Caleul infinitésimal de M. Duhamel, 1™ édit., t. Ic,
p- 188. Je me propose de faire voir ici que la méme pro-
priété appartient aux épicycloides quelconques (allon-
gées ou raccourcies). Dans une Note présentée a la
Société Philomathique (¥), j’ai déja donné ce résultat
comme conséquence d’autres propositions également nou-
velles.

En voici une démonstration directe qui ne suppose de
connu sur les épicycloides que la définition qu’on en
donne ordinairement.

La démonstration s’appliquant également au cas de

(*) Voir dans Vlnstitut Vextrait du proceés-verbal de la séance du
17 mai 1868.
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Phypocyeloide (fig. 1), et an cas de I'épicycloide propre-
ment dite ( fig. 2), nous ne ferons qu'un seul raisonne-
ment applicable aux deux figures.

Fig. 1. (Hypocycloide. )
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Fig. 2. (Epicycloide.)

Soit M un point lié invariablement i une circonférence
dont le centre est en A et engendrant une épicycloide,
.
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tandis que cette circonférence roule intérieurement ou
extérieurement sur une circonférence fixe dont le centre
esten O. Menons par le point O une paralléle 4 la droite
AM dans sa position actuelle, et prenons les points B’
et A’ ou cette paralléle rencontre, d'une part, la droite qui
joint le point M au point B de contact des deux circonfé-
rences, de I'autrela paralléle 4 OB menée par le point M.
Décrivons deux nouvelles circonférences tangentes en B’
ctayantpour centres, I'une le point O, I'autre le point A'.
Si nous faisons rouler le cercle A’ sur le nouveau cercleO,
le point M entrainé par le cercle mobile engendrera la
méme épicycloide qu’il décrivait primitivement, pourvu
que les points de contact des cercles mobiles avec les
cercles fixes se déplacent dans le méme sens que précé-
deniment ou en sens contraires, suivant qu'il s'agitd'une
épicycloide ( fig. 2) ou d’un hypocycloide ( fig. 1}, p. 163.

Pour le démontrer, soient N le point de rencontre de
AM avec la circonférence (A}, et I le point de la circon-
férence fixe correspondante avec lequel le point N est
venu en coincidence. On a

BI — BN.

Soit N’ le point de rencontre de A’M avec la circonfé-
rence (A’); je dis que le point de la circonférence fixe
correspondante avec lequel N’ est venu en coincidence est
le point I’ situé sur la droite OI, c’est- a-dire que

B'I'=B'N.

Désignons, pour abréger, AM par a, A’'M par a4, les
rayons des deux cercles générateurs primitifs par RetR’,
et les rayons des deux nouveaux par R, et R/, Puisque
Bl = BN par hypothése, on a

AN N
10B <X R == MAB <X R/,



ou bien
S
10B . R’
=R’
MAB
d’out
P O\
MAB =10B RxR ,
PN - R/ ( )'
MAB

Cetle derniére proportion a cause de OA = A’M donne
identiquement la suivaute

RS
I'OB A'M__A'B
—~., 0B OB’

MA’B’
¢’est-a-dire
N ,
108 R,
. R,
TG
d’ou
N\ N ,
OB % R= MA'B' X R,
ou bien

B'l'=B'N'.

On voit, d’apreés cela, que si nous faisons rouler les cir-
conférences mobiles sur les circonférences fixes dans le
sens que nous avons indiqué ci-dessus, les points N et N’
viendront coincider respectivement avec les points I etT’,
et le point M, qu’il soit entrainé par I'une ou I'autre des
deux circonférences mobiles, se trouvera toujours a ce
moment sur la droite OII’. 1l nous reste a faire voir qu’il
occupera dans les deux cas la méme position sur cette
droite, c’est-a-dire que

MN' Z=EMN=1I".

(*) Toutes les fois que nous mettrons le double signe devant un terme,
le signe supérieur se rapportera a la fig. 1 et Vinférieur a la fig. 2.
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En eflet, on voit facilement sur les fig. 1 et 2, p. 163,
que
MN = == (R’ — a),
MN = = (a, — R',),
d’ou
MN’ == MN = = (a, — R',) + (R’ — a),
ou a cause de
a = 0A'= (R, —R)),
a,—=0A =R xR/,
MN £=MN==(R — R,) =1r.

Ce qu'il s’agissait de démontrer.

Remarques. — 1° On peut facilement trouver l'ex-
pression de a,, R, et R, en fonction de @, R et R’. Nous
venons de trouver

(1) a, =R R.

Les triangles semblables BAM', BOB’ donnent la pro-
portion

R, R
a R’

d’ou

(2) R=ar-

R

Les triangles semblables BAM, MA’B’ donnent

R, a
“« TR
d’ott, a cause de (1),
, RR
(3) Ri=a—p—

Les formules (2) et (3) donnent pour le cas particulier
des épicycloides ordinaires les résultats que I'on connait.
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En y faisant e = R’, on obtient

R, =R,

R, =R xR/,
et, par suite, (1) donne

a =R,.

2° Nous avons vu que lorsque le point M décrit P'épi-
cycloide, on peut le supposer entrainé par 'unc ou I'autre
des circonférences (A), (A’) roulant simultanément sur
la circonférence fixe correspondante; il est facile de
trouver le rapport des vitesses angulaires des centres A
ct A, En eflet,

RS
I0B  arclB
N 7 arclB,’

10B,
or
arcIB, R
arcl’B’ T IT,’
done
N
10B __arclB R, R’ R, _a R’
ﬁ_ acl®'R R, R R, a

Tel est le rapport des vitesses angulaires des centres
des deux circonférences (A) et (A').

Dans le cas des épicycloides ordinaires, ce rapport est
égal au rapport des rayons des deux circonférences nio-
biles, puisque a =R’ et a, = R’.

3° Nous avons laissé de co1é le cas o la circonférence
mobile renferme a son intérieur la circonférence fixe sur
laquelle elle roule ; mais la démonstration que nous avons
faite appliquée 4 la fig. 2, nous montre que réciproque-
ment si (A’) éuait le cercle roulant primitivement sur le
cercle (O) renfermé dans son intéricur, 1'épicycloide
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engendrée par le point M lié a ce cercle pourrait étre en-
gendrée au moyen du cercle extérieur (A) roulant sur un
cercle fixe concentrique au premier, les rayons des nou-
veaux cercles se déduisant des formules (1), (2), (3), et
les centres des circonférences mobiles tournant dans le
méme sens.

Nous pouvons maintenant conclure de ce qui précéde
que : |

Toute épicycloide (ordinaire, allongée ou raccourcie)
peut étre engendrée par le roulement de deux cercles
de rayons différents sur deux autres cercles également
différents, mais concentriques. Les rayons des nouveaux
cercles se déduisent de ceux des anciens au moyen des
Sormules (1), (2), {3); et les points de contact des
cercles mobiles avec les cercles fixes qui leur correspon-
dent se déplacent dans le méme sens ou en sens con-
traires, suivant que l'épicycloide engendrée est exte-
rieure ou intérieure.

Remarque. — La premiére partie de la Question 437
est une conséquence immédiate du théoréme que nous
venons de démontrer. Foir une solution de cette Ques-
tion, Nouvelles Annales, 2° série, t. VII, p. 37.



