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ETUDE DE GEOMETRIE COMPAREE, AVEC APPLICATIONS
AUX SECTIONS CONIQUES;

Parx M. J.-J.-A. MATHIEU,

Capitaine d’artillerie, Sous-Directeur de la fonderie de Toulouse.

PREMIERE PARTIE.

§ I. — Considérations générales et notions
préliminaires.

Une méme idée se retrouve au fond des travaux les
plus remarquables de notre époque, au fond de toutes
ces belles recherches, dans lesquelles d'illustres savants ont
tour & tour tiré si bon parti des méthodes projectives,
des méthodes de déformation ou de transformation des
figures, des lois de dualité ou des modes de conjugaison;
celte idée, J’essayerai de la dégager et de la définir nette-
ment en l'appelant I'idée féconde de la Géométrie com-
paree.



(394)

En restant, pour abréger, dans le domaine de la Geéo-
métrie plane, qu’on imagine que deux points, ou un peinat
et une droite, ou deux droites, soient liés par une loi
invariable permettant de trouver 'un des éléments quand
l'autre est donné, on pourra faire de cetie loi ou mode
de conjugaison de deux éléments la base d’'une méthode
de Géométrie comparée. I suffira, en eflet, de considérer
une ligne déterminée comme la directrice d’un point, on
comme I'enveloppe d’une droite, pour faire naitre une
seconde ligne dont les points ou les tangentes se dédui-
ront des points ou des tangentes de la premiére par la loi
de conjugaison établie.

Les méthodes de Géométrie comparée peuvent donc,
comme les lois ou modes de conjugaison, varier 4 I'infini.
Lorsque le mode de conjugaison appartient a la Géo-
métrie de Ia régle et du compas, c’est-a-dire lorsqu’il se
traduit en une construction réalisable avec ces instru-
ments, la Géométrie comparée peut souvent fournir a la
pratique des moyens commodes pour ramener le pro-
bléme de la construction d’une ligne déterminée par cer-
taines conditions & la construction d’une ligne conjuguée
plus simple, de laquelle la premiére se déduit ensuite par
la loi de conjugaison.

C’est ainsi que je ferai voir, dans la seconde Partie

- de cette Etude, qu’une conique peut, suivant certains
modes simples de conjugaison, se traduisant en des con-
structions géométriques faciles, étre considérée soit
comme la conjuguée d’'une droite, soit eomme la conju-
guée d'un point.

Je ne crains pas de dire qu’on est en droit d’attendre
plus encore des ressources fécondes de la Géométrie com-
parée. Je pourrais montrer dans I’analyse transcendante
de belles méthodes dont les points de départ appartien-
nent en propre a ce genre de Géométrie, auquel le Calcul
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intégral devra peut-étre un jour les solutions dont sont
susceptibles ses problémes les plus épineux. Mais je
n’examinerai pas ici ce sujet.

La valeur d’'une méthode de Géométrie comparée dé-
pend absolument du choix plus ou moins heureux de la
loi de conjugaison. Assez généralement, la loi s’établit
en faisant intervenir une figure fixe qu'on peut nommer
figure de référence. Ainsi, pour ne citer qu'un exemple
bien connu, dans la méthode des polaires réciproques,
qui est une méthode de Géométrie comparée empruntant
son nom a la propriété principale des lignes conjuguées
qu'on y fait naitre, la figure de référence est une
conique, les éléments conjugués somt un point et une
droite, la loi de conjugaison est établie par la condition
que le point estle pole de la droite relativement a la
conique.

Ce Mémoire contiendra l'étude des méthodes de Géo-
métrie comparée dans lesquelles j'emploie le triangle
comme figure de référence et, comme lois ou modes de
conjugaison de deux points, d'un point et d’'une droite,
ou de deux droites, certaines lois simples qui paraissent
douées de conséquences heureuses, principalement dans
les applications aux sections coniques.

Je serai naturellement conduit, par la nature de la
figure de référence que j’emploie, a faire un certain usage
du systéme de coordonnées trilitéres ou trilinéaires dont
nous devons, en France, la connaissance aux Nouvelles
Annales de Mathématiques (Nouvelles Annales, 1859,
Bulletin de Bibliogiaphie, p. 67).

Dans ce systéme de coordonnées, un point est déter-
miné par ses distances a trois droites quelconques, dont
le triangle est nommé triangle de référence. La regle des
signes peut s’énoncer trés-simplement ainsi : la distance
est positive ou négative selon que le point et le triangle
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de référence sont ou ne sont pas situés du méme cbté de
la droite.

Il existe nécessairement une équation de condition
entre les coordonnées (¢, u, v) d’'un point quelconque.
Soient ABC le triangle de référence, S sa surface, R le
rayon du cercle circonscrit; I'équation de condition peut
s’écrire de 1'une ou de I'autre de ces deux maniéres :

ta + ub -+ vc = 28,
tsinA + usinB + ¢ sinC = 2R sinA sinB sinC.

Il sera bon de remarquer les équations suivantes, écrites
dans ce systéme de coordonnées.
Equation d’une droite quelconque :

te + uf +vy=o;
I'équation
ta +ub+vc=o

représente une droite située a I'infini.

FEquation d’une conique circonscrite au triangle de
référence :

I'équation

N}
>

[4
—d=4-=0
t u (4

représente le cercle circonscrit.

Equation d’'une conique inscrite au triangle de réfé-
rence :

12a? - uif? + 019 — 2tuaf — 2tvay — 2uv fy = o.

Pour établir les lois ou modes de conjugaison dont jc
ferai usage, j'aurai & me servir de deux genres de fais-
ceaux de quatre droites : 1° le faisceau harmonique, bien
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o . . e
connu; 2° un faisceau que je nommerai faisceau d’in-
version, dont la définition sera donnée dans le paragraphe
suivant, et qui, soit dit en passant, n’est pas, comme le
faisceau harmonique, doué de la propriété projective.

§ II. — Faisceau d’inversion.

Je nommerai faisceau d’inversion un faisceau formé
par deux systémes de droites dont les bissectrices coin-
cident, et droites inverses deux rayons conjugués de ce
faisceau. Lorsqu’'on prend pour axes deux rayons con-
jugués, les deux autres ont des coefficients angulaires
inverses; de 1a ces dénominations.

En Géométrie, les deux tangentes ménées d'un point
a une section conique et les deux droites mendes de ce
point aux deux foyers forment un faisceau d’inversion.
En Physique, deux rayons incidents en un méme point
d’une surface, et situés dans le plan normal a la surface
en ce point, forment avec les rayons réfléchis un faisceau
d’inversion dans lequel le rayon incident et le rayon
réfléchi sont conjugués.

Pour abréger le discours, parlant d’une droite qui
passe par le sommet d’un angle, j’appellerai, sans autre
explication, inverse de cette droite le quatriéme rayon du
faisceau d’inversion déterminé par les cbtés de I'angle,
pris pour rayons conjugués, et par la droite donnée. Je
dirai, ainsi, que la bissectrice d'un angle est sa propre
inverse.

§ III. — Mode de conjugaison de deux points par

inversion trilinéaire.

Lorsque trois droites , issues des trois sommets d’un
triangle, se coupent en un méme point, il en est de méme
des trois droites inverses.
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Les deux points ainsi conjugués seront nommés points
inverses.

Le produit des distances de deux points inverses & 1'un
quelconque des trois cotés du triangle de référence est
le méme.

Soit le point (#/, u’, v'). Les droites de jonction de ce
point aux trois sommets du triangle sont

W —ot' =0, u'—vou'=—o0, tu —ut'=o.
Les inverses de ces trois droites, qui sont
t— o =0, wt —cv' =0, t@—uu =o,

se coupent en un méme point; et si 'on représente ce
point par (¢’,4’,+"), on aura

t, t// — ul ul/ — ‘)I V”
Voici maintenant quelques propriétés des points in-
verses qu’il faut remarquer et dont on trouvera facilement
les démonstrations.

Deux points inverses peuvent toujours étre regardés
comme les deux foyers d’une conique inscrite au triangle
de référence.

La droite qui joint deux points et celle qui joint les
deux inverses sont vues d’un sommet du triangle sous le
méme angle, ou sous des angles supplémentaires.

Les angles A' et A?, sous lesquels un coté a dutriangle
de référence est vu de deux points inverses, satisfont
toujours a Uune des quatre équations

tang (A’ 2= A”) = tang A — o.

I est a remarquer que le mode de conjugaison de deux
points par inversion trilinéaire se traduit en une con-
struction géométrique trés-facile de I’un des points quand
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’autre est donné: on a simplement a construire deux
fois le quatri¢me rayon d’un faisceau d’inversion, et trois
fois si I’on veut une vérification.

§ IV. — Mode de conjugaison d’'un point et d'une droite
par polarité trilinéaire directe ou inverse.

La définition du pole d’une droite relativement a un
triangle peut se déduire de la théorie générale des po-
laires. (P oyez larticle déja cité des Nouvelles Annales
de Mathématiques).

Il me suffira du veste de dire que le péle trilinéaire
d’une droite peut étre considéré comme le point d’inter-
section des quatriémes rayons des faisceaux harmoniques
respectivement déterminés aux trois sommets du triangle
par les cotés de ’angle, pris pour rayons conjugudés, et
par la droite qui joint le sommet de cet angle au point
d’intersection du cdté opposé avec la droite donnée.

Cette loi de conjugaison entre un point et une droite
se traduit en une construction géométrique facile de I'un
des éléments quand I’autre est donné. Elle n’exige méme
que I'emploi de la regle.

Si I'on nomme péle inverse d’une droite I'inverse du
pole de cette droite, un second mode de conjugaison d'un
point et d’'une droite peut étre considéré. Nous avons
ainsi les deux modes de conjugaison d’un point et d'une
droite par polarité trilinéaire directe ou inverse.

Soit la droite
to -+ uﬁ -+ ey = 0.

Le pole (¢',u’,v’) de cette droite est le point d’intersection
des trois droites

ta — 0y =0, wuf—vey==o0, te—uf=o.
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L’équation de la droite peut alors recevoir la forme
4 u 4
7 -+ 7 -+ P =o0,

ou, en fonction des coordonnées de I'inverse de son pole,

tt” -+ uull -+ (‘V” — 0.

Ce sera de la polarité trilinéaire qu'il sera toujours
question dans cette Etude. Je préviens donc, une fois
pour toutes, que lorsque je parlerai, sans autre explica-
tion, de poles et de polaires, il faudra toujours sous-
entendre : relativement au triangle de référence.

§ V. — Mode de conjugaison de deux droites par

inversion trilinéaire des poles.

Lorsque trois droites, issues de trois sommets d'un
triangle,coupent lescotés opposés en trois points situés en
ligne drotte, il en est de méme des trois droites inverses.

Les deux droites ainsi conjuguées ont les poles in-
verses. Je nommerai ces droites droites de pdles inverses.

Soit I'équation d’une droite, en fonction des coordon-
nées de son pole

u
-t7+;;+—l:0.

Les droites qui joignent les sommets du triangle aux
points d’intersection de cette droite avec les cotés opposés

sont
' 4+ot' =0, w' 4+ vu'=o0, tu+ u'=o.

Les inverses de ces droites, qui sont
!+ =0, wl 4+ =0, t—+un —=o,
coupent les cotés du triangle sur la droite

t + ut' + o' = o,
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qui est la droite de poles inverses de
t u v
7 -+ y -+ pr = o.

Le mode de conjugaison de deux droites, par inversion
trilinéaire des poles, se traduit encore en une construc-
tion facile de 'une des droites quand P'autre est donnée.
La droite cherchée peut s’obtenir, soit directement par
deux faisceaux d’inversion, ou trois si I’on veut une véri-
fication; soit en inversant le pole de la droite donnée et
cherchant la polaire de ce point.

§ VI. — Remarques sur les modes de conjugaison
précédents.

Je crois bon de présenter le résumé des relations ana-
lytiques qui définissent les quatre modes de conjugaison
précédemment examinés. Je donne ces relations : 1° dans
le cas ou I'on se sert de coordonnées trilinéaires ; 2° dans
celui ou, se servant du systéme ordinaire de coordon-
nées, on prend pour axes deux cotés CA, CB du triangle
de référence.

1° Soient: (¢ u'v'), (1" u"” ") deux points inverses;
ta'+uf +vy' =o, ta” + uf’+ vy” = o, les polaires
de ces points, qui seront deux droites de poles inverses;
on aura :

Mode de conjugaison de deux points par inversion tri-
linéaire :

v — o' =o,
u'un” — o' = o0;

Mode de conjugaison d’un point et d'une droite par

polarité trilinéaire directe :

o — ;;’7’ = o,
u’ﬁ’-""”-_—:o;
Anr. de Mathémat., 2° série, t. IV. (Septembre 1865.) 26
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Mode de conjugaison d’un point et d’unc droite par
polarité trilinéaire inverse :

" _r v or
Uy —via =0,

u"')’, . ('”"3' = 0;

Mode de conjugaison de deux droites par inversion
trilinéaire des poles :

ar g_” . '/lr/ll — 0,

ﬁl[&// — 7/7//: 0.
2° Soient : (x'y’), (x")") deux points inverses;
p/.y_!_ qlx — ]),(]l:: o, p/l‘y_(__ (]”-T . p//ql/: 0, leS
polaires de ces points, qui seront deux droites de poles
inverses; on aura:

Mode de conjugaison de deux points par inversion tri-
linéaire :

” y'(ay' + bx’ — ab)
= —
yi+ x4 a2’y cosh — ax’ — by”
Y 2(ay! + ba' — ab)
9" ==

Ty 4 0’y cush — ax’ — by’

(équations douées de réciprocité en a', y');

Mode de conjugaison d’un point et d'une droite par
polarité trilinéaire directe :

ey’ +2bx'—ab) — abx’ = o,

¢ (2ay’ + b2’ — ab) — aby' = o;

Mode de conjugaison d’un point et d'une droite par
polarité trilinéaire inverse :

P (b + )+ y"ab —ab?] — ab(ay” + bx" — ab) =,
'y (@ +c)+x"ab — atb]—ab(ay” + ba" — ab) = o;

Mode de conjugaison de deux droites par inversion
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trilinéaire des poles :

PP V) () b — b=,
79" (¢ —a®) -+ (¢ +q")a*b — arb?=o0.

Il faut maintenant faire plusieurs observations qui ont
leur utilité et dont on trouvera sans peine les démons-
trations.

Un point d’un c6té du triangle de référence a pour
inverse le sommet opposé; et réciproquement un sommet
a pour inverse un point indéterminé du cété opposé.

Un point de la circonférence circonscrite a son inverse
situé a Uinfini; et réciproquement trois droites paral-
léles, issues des trois sommets du triangle, ont pour in-
verses trois droites qui se coupent sur la circonférence.

Comme positions relatives, deux points inverses sont
toujours : ou 1° tous deux dans lintérieur du triangle;
ou 2° l'un dans langle opposé par le sommet & l'un des
angles du triangle et l'autre dans le segment du cercle
circonscrit qui a pour corde le coté opposé; ou 3° tous
deux extérieurs au cercle circonscrit et situés dans le
méme angle du triangle.

Le centre du cercle circonscrit et le point de concours
des trois hauteurs sont deux points inverses.

Le centre d’'un cercle tangent aux trois cétés du
triangle est son propre inverse.

Le centre de gravité a pour inverse le point de con-
cours des droites qui joignent un sommet au point d'in-
tersection des tangentes au cercle circonscrit menées par
les deux autres sommets.

Un point d’un cété du triangle a pour polaire ce cété
lui-méme; et réciproquement un cété a pour péle un
point indétermine de ce coté.

Une droite passant par un sommet a pour péle ce

26.
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sommet; et réciproquement un sommet a pour polaire
une droite indéterminée passant par ce sommet.

Le centre de gravité du triangle a sa polaire située a
l'infini; et réciproquement, quand une droite s’éloigne a
Uinfini, son péle vient au centre de gravité du triangle.

Lorsqu’un point s'éloigne a Uinfini, sa polaire devient
tangente & Uellipse inscrite au triangle par les points
milieux des cdtés; réciproquement une droite tangente
al'ellipse ainsi déterminée a son péle situé a linfini.

L’inverse du centre de gravité a pour polaire la droite
qui passe par les points d’intersection de chaque coté
avec la tangente au cercle circonscrit menée par le
sommet oppose.

Une droite passant par un sommet a pour droite de
poles inverses le coté opposé ; et réciproquement un coté
a pour droite de péles inverses une droite indéterminée
passant par le sommet opposé.

La polaire de Uinverse du centre de gravité, qui est la
droite indiquée plus haut, a sa droite de péles inverses
située a Uinfini.

§ VII. — Méihodes de Géométrie comparée déduites
des modes de conjugaison précédents.

Les modes de conjugaison précédents conduisent tout
naturellement a étudier dans leurs propriétés corréla-
tives, ou & comparer : 1°deux lignes inverses, c’est-a-
dire conjuguées par la condition que les points de I'une
soient les inverses des points de I'autre, ce qui entraine
réciprocité; 2° deux lignes conjuguées par la condition
que 'une serve de directrice au pole de la tangente de
l'autre, ce qui, la figure de référence étant un triangle,
n’entraine nullement réciprocité comme cela a lieu quand
la figure de référence est une conique; 3° deux lignes
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conjuguées par la condition que 'une serve de directrice
au pole inverse de la tangente de 'autre, ce qui entraine
r’éciprocité, on le verra dans la seconde Partie de cette
Etude; 4° deux lignes conjuguées par la condition que
les tangentes de 'une soient les droites de poles inverses
des tangentes de I'autre, ce qui entraine réciprocité.

Mon intention n’est pas de pousser bien loin dans ce
Mémoire I'examen des propriétés générales des lignes
conjuguées suivant 'un ou I'autre des modes précédents.
En effet, toutes particuliéres et restreintes que puissent
paraitre, dans le domaine illimité que j’ai assigné a la
Géométrie comparée, les méthodes que je mets en jeu,
elles ouvriraient encore un champ indéfini aux re-
cherches; ct je n’ai guére en vue, pour le moment, que
leur application aux sections coniques.

Dans tous les cas, le choix du triangle de référence,
qui est resté jusqu’ici tout a fait arbitraire, a une in-
fluence radicale sur la nature de la conjuguée d’une ligne
donnée. Quelques principes généraux montreront clai-
rement cette influence et permettront de prévoir d’impor-
lants théorémes dans les applications aux sections co-
niques, théorémes qui seront alors démontrés directement
et développés avec I'intérét qu’ils me paraissent mériter.

Quant aux considérations sur lesquelles reposent les
prinéipes que je vais poser, elles se déduisent de données
contenues dans le paragraphe précédent; mais je les sup-
prime pour ne pas allonger davantage cette premiérc
Partie de mon travail.

Soient s et ¢ deux lignes inverses de degrés m et p.
Soient A,, B,, C, et A,, B,, C; les nombres qui indiquent
I'ordre de multiplicité de chaque sommet du triangle de
référence, considéré comme un point multiple de chaque
ligne; 'ordre de multiplicité étant o lorsque la ligne ne
passc pas par le sommet.
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Soient ¢ et 7 les enveloppes des polaires des points des
deux lignes inverses précédentes, et supposons que p et @
représentent les nombres de tangentes qu’on peut généra-
lement mener aux deux lignes ¢ et par un point exté-
rieur. Solent a,, b,, ¢, eta., b, c:les nombres indiquant
P’ordre de multiplicité de chaque c6té du triangle de ré-
férence, considéré comme tangente multiple a chaque
ligne; 'ordre de multiplicité étant o lorsque la ligne n’a
aucun point de contact sur le coté.

On aura les relations suivantes, selon les modes de
conjugaison.

1°* MoDE. — s et ¢ lignes conjuguées par inversion des pdles.
m—+p=A,4+ B+ C+ A; + B: + G5,
m—A;—p—A;,

m— B, = p— Bs,
"l’—‘C, Z.‘H‘—Cs-

2° MobE. — s et ¢ lignes conjuguées par polarité dirccte.

ma-p=A,+B,+C,+ a,+ b+ ¢,
m—A;—=p—a,
m— B, == p— b,
m—GC==p — ¢

3¢ Mowr. — s et © conjuguces par polarité inverse.,
m _—= 1,
m-— A, . 7w — dg,

m—B,—n — b,

m— C,—mn — cz.

4° Mone. — ¢ et v lignes conjugucées par inversion des péles
de leurs tangentes.

p+r=a+b+c + ar+ br + er,
p—ua=—=mn— a,
p—b—=mn— b,

P — Cp==m— Cr.
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Je donnerai quelques exemples.
En faisant dans ces formules m =2, A, =1, B, =1,
C,==1, on trouve ces théorémes :

Linverse d’une conique circonscrite est une ligne
droite; les polaires des points de la conique passent par
un point fixe; les droites de péles inverses de ces polaires
ont pour enveloppe une conique inscrite.

Pour p=12, a,=1, b,=1, ¢, =1, on trouve ces
théorémes :

Les poles des tangentes d’une conique inscrite sont
sur une ligne droite; les inverses de ces poles sont sur
une conique circonscrite; les droites de péles inverses
des tangentes de la conique inscrite passent par un
point fixe.

On trouverait : qu'une conique qui ne passe par aucun
sommet a pour inverse une ligne du quatriéme degré ayant
un point double en chaque sommet; qu'une ligne du troi-
siéme degré simplement circonscrite a pour inverse une
ligne du troisiéme degré simplement circonscrite; qu’une
ligne du troisiéme degré circonscrite et ayant un point
double en un sommet a pour inverse une conique passant
par ce sommet, elc., elc.

La ligne du troisi¢éme degré qui est le lieu des foyers
des coniques tangentes i quatre droites, ligne dont I'é-
quation pourrait s’écrire immédiatement, au moyen des
formules du § VI, jouit de cette propriété d’étre sa propre
inverse relativement a I'un quelconque des quatre trian-
gles déterminés par les quatre droites. On pourrait dé-
duire de cette propriété plusmurs conséquences auxquelles
Je ne m’arréterai pas.

(La suite prochainement.)



