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SOLUTION D’UNE QUESTION
proposée au concours d’admission & I'Ecole Polytechnique (année 1864)
[ Composition mathématique ] ;

Par M. E. STOULS,

Eléve en Mathématiques spéciales, a Metz (école Saint-Clément ).

Enonct. — On donne le cercle représenté par I'équa-
tion
x4 J,: =1,
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et la parabole représentée par U équation

Ja?+ Bi—1
—_—,

Rt — 2aBzy 4 o'yt 4202 + 2B y = )

cluo et B sont des paramétres positifs quelconques.

On propose de déterminer: 1° le nombre des points
réels communs aux deux courbes pour les différentes
valeurs dea et de (3 ; 2° les coordonnées des quatre points
communs lorsque a* + 3* =1, lorsque « =1 avec 5 > o,

lorsque B = V(a*—1)(4a> —1) (*).

Solution. — Cherchons le systéme de sécantes com-
munes aux deux courbes. Leur équation est de la forme

(1) Bra? —2afxy .. 4+ M 2+ y*—1) =0,
A étant donné par I'équation
W 4 [3a? 4 B2 —1 4 a?( 2 BN
+ (@ 4 B 4o+ B2 — 1)k 4+ a? (a4 B2 = 0.
On trouve que I'une des racines de I’équation (2) est
b= — (a*+B?).
L’un des systémes cherchés est donc

a’x? + 2afxy + By —2ax — 28y
(3) _+3a"-|—[732—l

@

—(a’+p*)=o.

(*) En posant
p 2X—6Y _aY+6X

ha———— R 1
Yo+ 6 Ve +€
les équations proposées deviennent

L3
X 4 Yi=1, (a46)Y o oymr e X =2t

.
!

¢t les solutions communes s’obtiennent facilement. G
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DISCUSSION.

Premiére partie : 5 > o,

Dans ce cas, I'équation (3) nous donne

. axr—I1 k
r=-T g
en posant, pour abréger,
(4) b=VE e F—1)-

Les deux droites obtenues sont paralléles entre elles,
ct méme perpendiculaires a I'axe de la parabole.

. . >
Trois cas peuvent maintenant se présenter: a® —1 Zo.

Premier cas : a® —1 > 0. — Dans ce cas, a® + 3? —1
est aussi > o; donc k est toujours réel et différent de o;
donc les deux sécantes obtenues sont réelles et distinctes.
A cause de cette réalité, on pourra trouver le nombre
des points de rencontre, en cherchant si la distance de
chacune de ces droites au centre du cercle est plus grande
ou plus petite que le rayon. Pour qu’il y ait rencontre,
il faut que l'on ait

(l+_"'_>’
_ﬁ___ﬁe__ <,

7

p1
ou
at ok <L 2 (a4 B),

ou
(5) tHoek <2+ B —1.

Comme « est positif, — 2 xk est négatif. L’inégalité (5)
est toujours vérifiée pour le signe — : donc la sécante
correspondant au signe — rencontre toujours les courbes
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en deux points réels et distincts. Donc, dans le cas actuel,
les deux courbes ont au moins deux intersections réelles
et distinctes.
Cherchons ce que donne la deuxiéme sécante.
L’inégalité 2ak < a® + [3 — 1 ayant ses deux termes
positifs, je puis la remplacer par

4a’k’<(a’+@’——l)’;

et comme le facteur a® -+ (3* — 1 est positif, on peut le
supprimer des deux cotés. Il vient alors

(6) B> (@ —1)(far—1).

1° Si cette inégalité est vérifiée, il y deuxr nouveaux
points réels.

2° Si on a, au contraire, {3* < (a® —1)(4a*—1), la
seconde sécante ne donne rien.

3° Sion a f* = (¢*—1)(4a*—1), la seconde droite
est tangente.

Dans ce dernier cas, les abscisses d'intersection des
deux lignes sont données par I'équation

(fea*(er — 1)+ 1]2* — 20{1T=2(a? —1)]x
“+(?—1)(—3F4)+1=o0.

L’équation obtenue en choisissant le signe + corres-
pond 4 la droite qui est tangente. Ses racines sont égales
ct ont pour valeur

o

X = ———

20— 1
Second cas : &* —1=0.— On voit qu’alors k= o;
les deux sécantes se confondent en une seule qui ren-
contre les deux courbes. En effet, 'inégalité (5) se ré-
duisant a 82 >> o est vérifiée d’elle-méme. De plus, chacun

des points de rencontre étant un point double, la para-
Ann. de Mathémat., 2° série, t. 1II. (Octobre 1864.) 29
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bole est doublement tangente au cercle. La sécante trou-
vée estla corde des contacts, et les coordonnées des points
de contact sont

r=1,
{)’ZO’

_ =P
| o=
!7:;322-&1'

Troisieme cas : o> —1 < 0. — Ce cas se parlage lui-
méme en trois autres.

1° a4 B2 —1>o0.

Alors il n'y a pas dintersections réelles.

Car on ne peut faire que les trois hypothéses sui-
vantes : 1° les trois racines de l'’équation en A sont
réelles et a chacune correspond un systéme de sécantes
réelles ; 2° les trois racines étant réelles, une seule d’entre
elles donne des sécantes réelles; 3° une seule racine est
réelle [ici cette racine serait — (& + 5?)]. Or, la pre-
miére hypothése doit étre rejetée ; car pour

a*—1< 0 et a4 f—1_>o0,

k est imaginaire; donc I'un an moins des systémes de sé-
cantes n’est pas réel. La derniére hypothése est de méme
inadmissible, car dans ce cas la racine réelle donnerait
des sécantes imaginaires, ce qui est impossible puisque
les trois systémes seraient alors imaginaires. Donc, la se-
conde hypothése subsiste seule. Mais on sait que dans ce
cas les quatre points d'intersection sont imaginaires.
Donc, il n’y a pas d'intersections réelles.

2° @+ f?—1 <To.
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k est toujours réel et différent de o; donc les deux sé-
cantes obtenues sont réelles et distinctes. Ce cas doit étre
traité comme l'un des précédents. La considération de
I'inégalité (5) montre que la sécante correspondant au
signe -+ ne donne aucun point réel. Donc, dans ce cas, les
deux courbes ont au mnoins deux intersections tmagi-
naires.

Cherchons ce que donne la seconde sécante.

Les deux membres de I'inégalité

— ok <+ B —1

étant négatifs, je puis les élever au carré aprés avoir
changé le sens de 'inégalité. Il faut donc vérifier la con-
dition

G > (a4 B — 1)
et comme le facteur a® + (3* — 1 est négatif, je puis le
supprimer des deux cotés en changeant de nouveau le
sens de I'inégalité. Cette condition devient alors, comme
ci-dessus,

B> (o — 1) (47— 1).

La considération de cette inégalité montrerait comme

précédemment qu’il peut y avoir deux points réels, dis-
tincts ou non, ou deux points imaginaires.

3 o? 4B —1=o.
k = o; les deux sécantes se confondent en une droite

- . . P13
unique qui est tangente aux deux courbes au pomty

Ce point de rencontre étant un point quadruple, le con-
tact des deux: courbes est du troisiéme ordre.
Deuxiéme partie : 3 = o.

"équation (3), qui donne un des systémes de sécantes
29.
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communes, sc réduit a
a‘x?—203r — o' + 3a?—1=—o0.
o étant supposé différent de o. cette équation donne

a==(a?—
g 2EE—)
al
Donc, les deux sécantes sont réelles, distinctes, paral-
léles entre elles et perpendiculaires a Taxe de la para-
bole.
En raisonnant comme plus haut, on voit que pour que
les intersections soient réelles, il faut que I'on ait
a(a?—1)
— <

c’est-a-dire
a—1< 0 ou 2a°—a—1>>0.

La derniére inégalité peut s’écrire
1
2(a— 1)<a+ ;) >o.

Supposons maintenant o2 1, les deux inégalités ne
seront jamais vérifiées simultanément. Donc, deux points
réels seulement. Si o = 1, les sécantes se confondent en
une droite unique x = 1, tangente aux deux courbes. Ces
deux courbes ont un contact du troisiéme ordre au point

r=1,
y=o.

Remarque. — Dans le cas de 5 > o, nous avons sup-
posé « différent de o. On pourrait cependant faire « = o
a condition de supposer auparavant que 3* —1 est de la
forme Co?, C étant une constante quelconque. Nous n’é-
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tudions pas ce cas, qui est assez simple mais ne donne
aucun résultat intéressant.
Dans le cas de 3 = o, on ne peut en aucune fagon sup-
poser & =o.

RESUME DE LA DISCUSSION.
Premiére partie: 3> o.

Premier cas : a*—1>o0.
Il y a av moins deux intersections réclles et distinctes.
Suivant qu'on a

B=(ef —1) (b —1),

les deux autres points de rencontre sont réels et dis-
tincts, ou réels et confondus, ou imaginaires.

ANV

Deuxiéme cas : a*—1=o.
1ly a quatre points réels se confondant deux a deur.
La parabole est doublement tangente au cercle.

Troisieme cas : a*— 1< o.
1° a’ 4 B*—1>o0.
Quatre points imaginaires.
2° a4 f?—1<o.

Av wmoins deux intersections imaginaires.
Suivant qu’on a

B2 (' —1) (hot — 1),
les deux autres points de rencontre sont réels et dis-
tincts, ou réels et confondus, ou imaginaires.
3° 2l B2 —1=o.
Quatre points réels se confondant en un seul.
11 y a contact du troisiéme ordre cntre les courbes.
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Seconde partie : 5 =o.

Premier cas : a2t
Deux points réels et distincts, deux imaginaires.

Deuxiéme cas: a = 1.
Contact du troisiéme ordre.



