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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 561
{ voir tome XX, page 56);
Par M. Cmsrrrs BRISSE (*),
Eléve de I’Ecole Polytechnique.

Lorsqu’une conique est circonscrite & un triangle, la
somme des carrés de ses demi-axes principaux estégale
& seize fois le carré de la tangente menée de son centre
au cercle des neuf points, multiplié par le produit des
distances de ce centre aux cotés du triangle et divisé par
le produit de ses distances aux droites qui joignent les
mulieux des cotés du triangle. (Faure.)

Soient @ =0, 3 =0, y =0 les trois cotés du triangle
donné que je prends pour triangle de référence ; une co-
nique circonscrite a ce triangle a pour équation

By 4+ myx 4 naf =o.

Sil’on pose, conformément alanotationdu Mémoire de

(*) Ci-devant Abraham Schnée.
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la page 289 du tome II (2° séric),

a o n m
b n o 1
v=
c m [ o
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|

1 0 a c

ou a, b, c sont les longueurs des trois c6tés du triangle de
référence,

o n m
A=|n o ! |=2Iimn,
m | o

les distances du centre dela conique aux c6tés du triangle
seront données par les formules (voir Mémoire cité)

__Sdy
—vda’
Sdy
o
B ‘_V(lb,
__de
—vde’

I

7/
ou S est la surface du triangle de référence.

La somme des carrés des demi-axes principaux est
donnée (voir méme Mémoire) par la formule

2AE

2

Ao? + 'lﬁ)z — — a?2b2¢?

]

E= — 2(lcosA ~+mcosB + r cosC),
A, B, C étant les angles du triangle. En substituant, cette
expression devient

lcosA 4+ mcosB + ncosC
V2

8imna*b2c?
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Les distances du centre aux droites qui joignent les
milieux des cotés du triangle sont, changées de signe,

ad' —bB —cy’ 2S< dy )
———— = — 9

a ay W
—ad+bB'—cy’ 28 b(lv
b = \"a V)
— bR ’
ao bR +cy :-2__S<c:l_v‘_v>.
c cy de

Sil'on désigne par o le carré de la tangente menée du
centre au cercle des neuf points, on a (voir Mémoire cité)

o(o, B/, 7’),
E,

T=2
ou ¢ = o est I’équation du cercle des neuf points que voici
d’ailleurs :

wlax —bB — cy)cosA+ B(—aa—+ bB— cy)cosB
+9(—aae—bB +cy)cosC=¢9=o,

et ou
E,=2(acosA + & cosB + ccosC).

On sait d’ailleurs que

acosA ~+ bcosB —+ ccosC = 8—S~;
abe’
donc
168
E= abe

et par suite

abc 252 [dy dy dvy dy
T= 8—5_2_‘72—[—{_1—; COSA((I (E -—V>+ 7[; cosB <b EE—V)
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Or, on a
v =—a'l— *m* —cn?’+ 2 bemn + 2 canl 4 2 ablm,
dvy
- = 2{(— la+ mb 4+ nc),
dy
‘d—b_zm(la—mb+nc),
dy
% =2n(la 4+ mb — nc),
dy
v——a?;:(1a—mb+nc)(la+mb-—nc),
dv
v—be-:(la+mb—nc)(-—-la+mb+nc),
dy
v —c Tc-z(—la—i—mb+nc)(la—-mb+m:),

ce qui réduit la valeur de & a

abe
4v*
X (= la + mb + nc) (la — mb + nc) (la 4 mb — nc)

Q= —

2(lcos A + m cosB + ncosC)

et donne

8abe

2

16 = —

({ cosA + m cosB + ncosC)
X (—la + mb + nc)(la — mb + nc)(ln + mb — nc)
1l .s’agit de démontrer que I'on a

{cosA 4+ mcosB—+ ncosC
VZ

Slmna*b*c?

abe A®
g§s’

8 abe
2

3
(¢ cosA + m cosB + n cosC) %28 Imn

ce qui est une identité.
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Question 562

(voir tome XX, page 36);

Par M. Crarres BRISSE.

Lorsqu’une conique est inscrite dans un triangle, la
somme des carrés de ses demi-axes principaux est égale
au double du carré de la tangente menée de son centre
au cercle qui a les sommets du triangle donné pour
points conjugués. (Fauze.)

Soient « = o, 5 = 0, 7 = o les trois cdtés du triangle
donné que je prends pour triangle de référence; une co-
nique inscrite a ce triangle a pour équation (voir Salmon,
Conic Sections, 3° édit., p. 101)

a4+ m*B 4 n*y* — 2ma By — 2nlya — 2lmaf =o.

Si I'on pose, conformément a la notation du Mémoire de la
page 289 du tome II ( 2° série),

a
7 I —1  —1
b
— =1 1 —1
m
pu— ] 2 ;2
v=~_m'n N
- —1 —1 1
a b c
0 -— — —
! m r

ol a, b, c sont les longueurs des trois cdtés du triangle
de référence,

A=10m2n? | —1 1 —1 | =—48mm,
—1 -1 1

Ann. de Mathémat., 2° série, t. 111, (Juin 1864 ). 17
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les distances du centre de la conique aux cotés du triangle
seront données par les formules (voir Mémoire cité)
,_sds,
A da
, Sdy
B ==
Adb
, Sdy
y =

Ty’

P

ou § est la surface du triangle de référence.
Lasomme des carrés des demi-axes principaux est don-
née (voir méme Mdémoire) par la formule

AE

7

. \ 2
A2 - W? = — a?d2e?
ou
E=04m 4 n’4 2mncosA + 2nlcosB -+ 2lmcosC,

A, B, C étant les angles du triangle de référence. En sub-
stituant, celte expression devient

" I m?—4~r2—2mncos A + 2nlcosB <+ 2lmcosC

8 2minathic? n .
v

Si 'on désigne par @ le carré de la tangente menée du
centre au cercle conjugué au triangle de référence, on a
(voir Mémoire cité)
?(1,a B,v 7,),

E,

=12

ou 9= o est 'équation du cercle conjugué que voici
d’aillenrs :

2?sin 2A + B*sin2B 4-9’sin2C =0 =y,
et ont
328

E = abie
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Donc

_atber S (dy\? . dy\? . dy\?
m_x—GS_’;’[(z> smzA+<—(E) sm2B+(Z> smzC]-

Or,on a
v = 4 Imn(amc—+ lbc + abn),

dy

i himn(me 4 bn),
dy \
6-I—b-=4lmn(lc ~+an),
dv

I=4lmn(am + 1b),

ce (ui réduit la valeur de & &

T hep2)? 22
o= a——b——%ﬁl—i [(me + nby*sina A+ (lc + na)sin2B
—+{ma 4 1b)*sin 2.C].
Silon développe la parenthése, on obtient
2(c’sin2B + b*sin2.C) + m?(c*sin 2 A + a*sin2C)
—+ n*(b%sin 2A + a’sin2B)
—~+~8S(mn cosA ~+ nlcosB —+ ImcosC),
on sait d’ailleurs que

¢*sin2B + b%sin2C = c?sin2 A 4 a?sin2C
= b%in2A 4+ a’sin2B =48,
ce qui donne définitivement
25 = 812m?*n2a?b?c?

< P4 m? - n? -+ 2mncos A 4 2nlcosB - 2/mcosC
9
v2

et prouve le théoréme.

17.
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Question 692

(voir p. 139);
Par M. Ca. DE SAINT-PRIX.
Soit une série de paires de quantités a,, by; as, by;
agy by ..., les a étant plus grandes que les b, dont la
loi de la formation est la suivante :

Uy = Qpy + bz-—l y b:t = Ay

_ a e
trouver la limite du rapport b—‘ lorsque x devient infini.
x

(SrreBOR.)
On a, par la loi de formation,
Az _ Ao + b, 4 ba 1

— _ =1 =1+
b_z a.r—l ﬂz—l

La limite de cette fraction continue est la racine posi--
tive de I'équation

y::-{—i ou y*—y —1r=o.

On aura donc

as I+\/§

lim bzzy: P

Note. — La méme question a été résolue par MM. Louis Chancel, éléve
de Sainte-Barbe (Lyon); de Marsilly; Ch. Pierre, éléve du lycée de Caen;

de Virieu; prince Georges Gagarinn, éléve de I'Ecole Polytechnique de
Zurich.

Question 667

(voir 2* série, t. II, p. 372);

Par M. pe MARSILLY.

TratorkME A pémoNTRER. — L'enveloppe des circonfé-
rences ayant leurs centres sur une circonférence C et
tangentes & un diamétre AB de C est U'épicycloide en-
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gendrée par une circonférence de rayon moitié moindre
que C, roulant sur C.
Question. — Sil'on remplace le diamétre AB par une
droite quelconque, l'enveloppe est-elle encore une épi-
cycloide? (CarALan.)

Soient C le centre du cercle fixe, O le centre du
cercle mobile dans une position quelconque, OI = OM
son rayon, M le point de ’enveloppe. MO est nor-
male 4 la courbe et moitié de PO; le premier fait est
une propriété des enveloppes, le second une propriété

du cercle. Je méne au point M une perpendiculaire MT
a MO, c’est-a-dire une tangente a I'enveloppe et au
cercle mobile Oj; elle rencontrera en T le diamétre
AB; je joins OT, et a cause de I0=MO, j’ai deux
triangles égaux IOT, MOT comme rectangles et ayant
deux cotés égaux chacun a chacun. Donc les angles 10T,
MOT sont égaux, et, par suite, leurs compléments COP,
MOQ Ie sont. Achevons les triangles isocéles COP,MOQ;

ils seront semblables comme ayant leurs angles égaux; et
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puisque MO =01 = ; OP, on aura 0Q = é OC. Donc

si du point Q come centre, avec un rayon OQ, ondécrit
un cercle qui passera par le point M et sera tangent en O
au cercle C, ce cercle Q aura constamment son rayon
égal a la moitié de celui de la circonférence C; partant,
puisque les angles MQO, OCP sont égaux,’arc MO inter-
cepté entre les cotés de 'angle MQO sur la petite circonfé-
rence sera égal a la moitié de 'arc OP intercepté entre
les cotés de 'angle OCP sur la grande circonférence; en

un mot, 'arc MO=O0B = éOBP. Donec un point quel-

conque de 'enveloppe appartiendra a I'épicycloide en-
gendrée par un point de la circonférence de rayon moitié
moindre roulant sur C, et se trouvant en contact avec la
circonférence C aux ];oints A et B. C. Q. F. D.
Lorsqu’on examine la formation d'unc épicycloide, il
est évident que tous les points de rebroussement, lorsqu’il
y en a, et il doit toujours y en avoir, sont sur le cercle
fixe ; que les distances de ces points de rebroussement,
mesurées sur ce cercle fixe, soit par les arcs interceptés,
soit par leurs cordes, sont les mémes pour toutcs; et que
leurs distances maxima entre les cordes dont il s’agit et
le point le plus éloigné de arc d’épicycloide correspon-
dant est constant. Il est ¢également évident que si AB
cesse d'étre un diamcétre, mais coupe le cercle C, et que
du centre C on abaisse une perpendiculaire KL sur AB,
Uenveloppe sera symétrique par rapport a KL; qu’elle
aura des points de rebroussement en A et B; mais que
ses écarts maxima de AB, situés sur la perpendiculaire
KL, et égaux au double de la perpendiculaire abaissée
des points K et L de la circonférence C sur AB, seront
inégaux; elle ne peut donc pas éwre une épicycloide. Et
cela est plus vrai encore quand AB cesse de couper la
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circonférence C, puisqu’il n'y a plus de rebroussement.
Donc I'enveloppe ne peut plus étre une épicycloide
quand AB cesse d’étre un diamétre. C. Q. F. D.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Mirza-Nizam, Mou-
lins, Contet, Laquiére, Courtin et Godart, Léon Dyrion.

Méme question ;
Par M. Paur MANSION (pe MarcHIN).

Je tirerai la démonstration du théoréme, d’un théoréme
plus général que je vais énoncer : 'y emploie le terme
hypocycloide, pour désigner la courbe engendrée par un
point d’un cercle roulant dans un cercle, en ayant sa
concavité tournée du méme co1é ; épicycloide, quand les
concavités sont tourndes en sens contraire. Cela posé :

Si deux cercles égaux, I'un intérieur, Pautre extérieur,
roulent sur un troisiéme cercle fixe, les courbes décrites
par les points des deux cercles mobiles primitivement
en contact peuvent étre considérées comme les enveloppes
d'un méme cercle dont le centge serait sur la circonfé-
rence fixe et dont le rayon variable serait constamment
égal a la droite qui joint le point décrivant de I'hypo-
cycloide au point de contact correspondant.

Soit A le point de départ commun de I'épicycloide et
de I’bypocycloide; M le point de contact commun des
deux cercles dans une de leurs positions quand les points
décrivants de I'épicycloide et de 'hypocycloide sont m
et m'. Le cercle dont le rayon est Mn/ et qui a soun centre
au point M passera par m. En effet, Mn/=Mm,
comme cordes d'arcs égaux dans des cercles égaux, car
arc Mm = arc MA = arc Mn/. D’ailleurs, ce cercle est
constamment tangent a I'épicycloide et a ’hypocycloide,
car, d’aprés la propriéié fondamentale de ces courbes,
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Mm, Mn/ leur sont respectivement normales. Le théo-
réme général est donc démontré.

Pour en tirer le théoréme particulier énoncé par
M. Catalan, il suffit de remarquer que 'kypocycloide,
engendrée par un cercle roulant dans un cercle de rayon
double, est un diamétre du grand cercle. Mais cette pro-
priété est trop connue pour la démontrer ici.

Question 670
Par M. CONTET,

Eléve du lycée de Besangon.

Dans I'hyperbole équilatére, le produit de la distance
d’un point de la directrice au centre, par la tangente
de Uangle sous lequel on voit de ce point I’hyberbole,
égale l’axe transverse. (Faure.)

Soit I'hyperbole équilatére
x—y?=a’
La distance d’un poin: quelconque P (a—:, B> de la di-

a

rectrice X = 3 au centre de 'hyperbole est

Les tangentes a 'hyperbole devant passer par le point P,
on aura I’équation de condition

a ———
=m—aym—r1,
V2
dans laquelle le coefficient angulaire m est I'inconnue.
Cette équation, wmise sous forme entiére,

2 2
L me 4 —a_E m— (a’+ B} =o,
2 /
\ 2
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est du second degré; ses deux racines donnent les direc-
tions des tangentes menées du point P a4 I'hyperbole.

L’angle v, sous lequel on voit du point P I’hyperbole,
est donné par le calcul suivant

e )
Sl s

ltange = 2a. C. Q. F. D.

tango =

on a donc

Question 625

(voir 2° série, t. 1°, p. 382);

Par M. JACQUIN.

Les six points milieux des cotés et des diagonales
d’un quadrilatére, les deux points ot se coupent les
cotés opposés, le point d’intersection des deux diago-
nales, sont sur une méme ligne du second degre.

Lorsque les quatre sommets du quadrilatére appar-
tiennent & une circonférence, la ligne du second degre

sur laquelle se trouyent les neufs points désignés est une
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hyperbole équilatére qui passe par le centre de la circon-
férence et dont les asymptotes sont paralléles aux bis-

sectrices des angles que forment les deux diagonales du
quadrilatére.

Soient ABCD le quadrilatére; P, Q, R, S les milieux
des cotés AB, BC, CD, DA ; O le point d’intersection des
diagonales AC, BD, que je prendrai pour axes des coor-
données.

Soient de plus OA=a, OB=1"5,0C=¢, OD=d;
les équations des cotés PS, PQ, QR, RS du parallélo-
gramme PQRS seront respectivement

2x=a, 2y=0b, 2x=c, 2y=4d;

et par suite celle d’une conique passant par les quatre

points P, Q, R, S,
(22 —a)(2zx—c)+ Aoy —b)(2y—d)=o0.
Cette courbe passera au point O si I'on a

ac

ac+rbd =0, dou X:—bd

Remplacant 2 par cette valeur, I'équation de la conique
qui passe par les cinq points O, P, Q, R, S sera

(V) l)d.t(.z‘~a_:c>——aq};(y—b_:d>..—_o,

et sous cetle forme on reconnait qu’elle passe aussi pai
les deux points H, K, milieux des diagonales AC, BD du
quadrilatére.

On vérifie facilement que I'équation (1) de la conique
est satisfaitc par les coordonnées

t__ac(l)—d) __bd(a—c)

ab —cd = YT ab —cd



(267 )
du point d’intersection E des c6tés opposés BC, AD du
quadrilatére.

On vérifierait aussi de la méme maniére que les coor-
données du point d’intersection I des deux autres cotés
satisfont & cette équation. Ainsi les neuf points en ques-
tion son! situés sur une méme conique.

Si le quadrilatére ABCD est inscriptible, ac = bd et

I'équation (1) se réduit a

{
a+c'r+b—i—1
2 2

(2) Z— y I — y =o.

Dans ce cas, elle représente une hyperbole équilatére,
dont les asymptotes sont paralléles aux bisscctrices des
angles formés par les axes.

Le cercle circonscrit au quadrilatére a pour équation
224 yr*+2xycosd — (a+c)e — (b+d)y + ac = o,
f désignant 'angle des axes. Les coordonnées du centre
de ce cercle seront données par les équations

a-+c
x—+ ycosh =

b

b+d

Y4 xcosl=

Multipliant la premiére par x et la deuxiéme par ) et
retranchant membre 4 membre, on obtient 'équation (2).
Donc I'hyperbole passe par le centre du cercle.

Note. — La question 670 (p. 202) a encore été résolue par MM. Sellc~
ron, de Trenquelléon, Grouard, Josselin, Muzeau, Dupain, Mirza-Nizam,

Picquet, de Saint-Prix et Tivollier, Léon Dyrion, du Mesnil, Courtin et
Godart, de Vigneral.



